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ÊÅÖÁËÁÉÏ 0

ËïãéêÞ, Óýíïëá

0.1 ËïãéêÞ

Ç èåùñßá �çò ðñï�áóéáêÞò ìáèçìá�éêÞò ëïãéêÞò ðñáãìá�åýå�áé ìå ðñï�Üóåéò ïé ïðïß-

åò åßíáé áõó�çñÜ áëçèåßò Þ øåõäåßò. Áêïëïõèþí�áò áõ�Þ �çí èåùñßá áò êáëïýìå �Ý�ïéåò

ðñï�Üóåéò "éó÷õñéóìïýò". ¸íáò éó÷õñéóìüò ëïéðüí, èá åðéäÝ÷å�áé ìßá êáé ìüíï åñìçíåßá

ç ïðïßá èá åßíáé áëÞèåéá Þ øÝìá.

Áõ�ü ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé ó'áõ�Þ �ç èåùñßá, åßíáé íá ìðïñïýìå íá áðïöáíèïýìå ãéá

óýíèå�åò ðñï�Üóåéò áí åßíáé áëÞèåéá Þ øÝìá. Åäþ åðåéóÝñ÷ïí�áé ïé ëïãéêïß óýíäåóìïé

ìå �ïõò ïðïßïõò êá�áóêåõÜæïõìå ðïëõðëïêü�åñåò ðñï�Üóåéò. �éï óõãêåêñéìÝíá, áí

P�Q åßíáé éó÷õñéóìïß êáé ë åßíáé ëïãéêüò óýíäåóìïò, �ü�å P ë Q åßíáé éó÷õñéóìüò üðïõ

ç áëÞèåéá Þ �ï øåýäïò �ïõ ðñïóäéïñßæïí�áé ìïíïóÞìáí�á áðü �ïí ëïãéêü óýíäåóìï ë.

¸íáò éó÷õñéóìüò ðïõ åßíáé ðÜí�á áëçèÞò ïíïìÜæå�áé �áõ�ïëïãßá.

�éá íá áðåéêïíßóïõìå �çí áðüäïóç �éìþí åíüò ëïãéêïý óõíäÝóìïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå

óõíÞèùò Ýíá ðßíáêá áëçèåßáò. Ó�ï ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá ðáñáèÝ�ïõìå ðßíáêåò áëçèåßáò ãéá

�ïõò ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò �çò äéÜæåõîçò êáé �çò óýæåõîçò.
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Ëåê�éêÜ, ç äéÜæåõîç (P Þ Q) åßíáé áëçèÞò, ü�áí �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáò áðü �ïõò äýï éó÷õ-

ñéóìïýò áëçèåýåé, åíþ ç óýæåõîç (P êáé Q) äýï éó÷õñéóìþí åßíáé áëçèÞò ü�áí êáé ïé äýï

åßíáé áëçèåßò.

Ï ìïíáäéáßïò ëïãéêüò �åëåó�Þò �çò Üñíçóçò åíüò éó÷õñéóìïý P óõìâïëßæå�áé ìå (ü÷é P)

êáé åßíáé áëçèÞò ü�áí ï P åßíáé øåõäÞò.
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¢ëëïé äçìïöéëåßò ëïãéêïß óýíäåóìïé åßíáé áõ�ïß �çò óõíåðáãùãÞò êáé �çò éóïäõíáìßáò.

Ïé ðßíáêåò áëçèåßáò �ùí öáßíïí�áé ðáñáêÜ�ù.
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�áñáäåßãìá�á Åó�ù ïé êÜ�ùèé éó÷õñéóìïß ãéá �ïõò ðñáãìá�éêïýò á êáé â:

i. P : á = 0

ii. Q : â = 0

iii. R : áâ = 0

Ôü�å ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå

1. Ôï ãéíüìåíï äýï ðñáãìá�éêþí áñéèìþí á · â åßíáé ßóï ìå �ï 0 áí êáé ìüíï áí Ýíáò

�ïõëÜ÷éó�ïí áðü �ïõò áñéèìïýò á êáé â åßíáé ßóïò ìå �ï 0 ùò

á · â = 0⇔ á = 0 Þ â = 0

R⇔ P Þ Q

2. Ôï ãéíüìåíï äýï ðñáãìá�éêþí áñéèìþí á ·â åßíáé äéÜöïñï �ïõ ìçäåíüò áí êáé ìüíï

áí êáé ïé äýï áñéèìïß á êáé â åßíáé äéÜöïñïé �ïõ ìçäåíüò.

á · â 6= 0⇔ á 6= 0 êáé â 6= 0
ü÷é R⇔ ü÷é P êáé ü÷é Q

Ï ðáñáêÜ�ù ðßíáêáò õðïäåéêíýåé ðùò ÷ñçóéìïðïéïýìå ðßíáêåò áëçèåßáò ãéá íá áðïäåß-

îïõìå ü�é ï éó÷õñéóìüò

P⇒Q⇔ (ü÷é P) Þ Q

åßíáé ðÜí�á áëçèÞò, äçëáäÞ �áõ�ïëïãßá.
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0.1 ËïãéêÞ

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Ç öñÜóç "Ï

√
2 åßíáé ñç�üò" åßíáé éó÷õñéóìüò. . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 Ç öñÜóç "�ïõ Þóïõí ÷èåò;" åßíáé éó÷õñéóìüò. . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

3 ÕðÜñ÷ïõí 16 äéáöïñå�éêïß äõéêïß ëïãéêïß óýíäåóìïé. . . . . . . . . . . . . Ó Ë

4 P êáé (Q Þ R) ⇔ (P êáé Q) Þ (P êáé R). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

5 ü÷é (ü÷é P) ⇔ P. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

6 Éó÷ýåé : á

2

= 9⇒ á = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

7 Éó÷ýåé : á

2 6= 4⇔ á 6= 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

8 Éó÷ýåé : x(x− 1) = 0⇔ x = 0 Þ x = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë
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0.2 Ó�ïé÷åßá èåùñßáò óõíüëùí

Óýìöùíá ìå �ïí ìáèçìá�éêü Cantor

Óýíïëï åßíáé êÜèå óõëëïãÞ áí�éêåéìÝíùí, ðïõ ðñïÝñ÷ïí�áé áðü �çí åìðåéñßá ìáò Þ �ç

äéáíüçóÞ ìáò, åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíá êáé äéáêñßíïí�áé �ï Ýíá áðü �ï Üëëï.

Ôá áí�éêåßìåíá áõ�Ü, ðïõ áðï�åëïýí �ï óýíïëï, ïíïìÜæïí�áé ó�ïé÷åßá Þ ìÝëç �ïõ

óõíüëïõ. ×ñçóéìïðïéïýìå �á óýìâïëá ∈ êáé ∈
/

ãéá íá õðïäçëþóïõìå áí êÜðïéï áí�éêåß-

ìåíï áíÞêåé Þ äåí áíÞêåé ó�ï óýíïëï.

�áñÜó�áóç Óõíüëùí ÓõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïõò êÜ�ùèé äýï �ñüðïõò ãéá íá

ðáñáó�Þóïõìå Ýíá óýíïëï

1. Ìå áíáãñáöÞ �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ. ¼�áí åßíáé ëßãá �á ó�ïé÷åßá �ïõ Þ åßíáé óáöÝò ðïéá

åßíáé áõ�Ü ðïõ ðáñáëåßðïí�áé. �éá ðáñÜäåéãìá

Á = {1� 3� 5� 7� 9}
Â = {1� 2� 3� · · · � 100}

� =

{

1�

1

2

�

1

3

�

1

4

� · · ·
}

2. Ìå ðåñéãñáöÞ �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ. Ï�áí �á ó�ïé÷åßá �ïõ ìðïñïýí íá ðåñéãñáöïýí

âÜóç êÜðïéáò éäéü�ç�áò �ïõò. �éá ðáñÜäåéãìá

Á = {x ∈ Z | x Üñ�éïò}
B = {x ∈ R | x > 0}

ºóá óýíïëá Äýï óýíïëá Á êáé Â ëÝãïí�áé ßóá, ü�áí êÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ Á åßíáé êáé

ó�ïé÷åßï �ïõ Â êáé áí�éó�ñüöùò êÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ Â åßíáé êáé ó�ïé÷åßï �ïõ Á. �ñÜöïõìå

�ü�å

Á = Â

Õðïóýíïëá óõíüëïõ ¸íá óýíïëï Á ëÝãå�áé õðïóýíïëï åíüò óõíüëïõ Â, ü�áí êÜèå

ó�ïé÷åßï �ïõ Á åßíáé êáé ó�ïé÷åßï �ïõ Â. Óõìâïëßæïõìå ùò

Á ⊆ Â

áí äå, õðÜñ÷åé ó�ïé÷åßï �ïõ Â ðïõ äåí áíÞêåé ó�ï Á �ü�å �ï Á ëÝãå�áé êáé ãíÞóéï õðïóý-

íïëï �ïõ Â êáé óõìâïëßæå�áé ùò

Á ⊂ Â

Ôï êåíü óýíïëï Êåíü óýíïëï åßíáé �ï óýíïëï ðïõ äåí Ý÷åé ó�ïé÷åßá êáé óõìâïëßæå�áé

ìå ∅

Ó÷üëéá ÊÜèå óýíïëï åßíáé õðïóýíïëï �ïõ åáõ�ïý �ïõ.

Ôï êåíü óýíïëï åßíáé õðïóýíïëï ïðïéïõäÞðï�å óõíüëïõ.
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�ñÜîåéò ìå óýíïëá Ôéò ðåñéóóü�åñåò öïñÝò ðïõ åñãáæüìáó�å ìå óýíïëá, �á óýíïëá

áõ�Ü �á èåùñïýìå õðïóýíïëá åíüò óõíüëïõ áíáöïñÜò ðïõ ëÝãå�áé âáóéêü óýíïëï êáé

óõìâïëßæå�áé ìå Ù. �áñáêÜ�ù, èá ïñßóïõìå �éò âáóéêü�åñåò ðñÜîåéò ìå�áîý óõíüëùí êáé

èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå äéáãñÜììá�á (Venn) ãéá �çí åðïð�éêÞ �ïõò ðáñïõóßá.

¸íùóç äýï õðïóõíüëùí Á, Â åíüò âáóéêïý óõíüëïõ

Ù ëÝãå�áé �ï óýíïëï �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ Ù ðïõ áíÞêïõí

�ïõëÜ÷éó�ïí óå Ýíá áðü �á óýíïëá Á êáé Â êáé óõì-

âïëßæå�áé ìå Á ∪Â.

Á ∪Â = {x ∈ Ù | x ∈ Á Þ x ∈ Â}

ÔïìÞ äýï õðïóõíüëùí Á, Â åíüò âáóéêïý óõíüëïõ Ù

ëÝãå�áé �ï óýíïëï �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ Ù ðïõ áíÞêïõí

êáé ó�á äýï óýíïëá Á, Â êáé óõìâïëßæå�áé ìå Á ∩Â.

Á ∩Â = {x ∈ Ù | x ∈ Á êáé x ∈ Â}

ÄéáöïñÜ äýï õðïóõíüëùí Á, Â åíüò âáóéêïý óõíü-

ëïõ Ù ëÝãå�áé �ï óýíïëï �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ Ù ðïõ

áíÞêïõí ó�ï óýíïëï Á áëëÜ äåí áíÞêïõí ó�ï Â êáé

óõìâïëßæå�áé ìå Á−Â.

Á−Â = {x ∈ Ù | x ∈ Á êáé ü÷é x ∈ Â}

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò
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ÓõìðëÞñùìá åíüò õðïóõíüëïõ Á åíüò âáóéêïý óõ-

íüëïõ Ù ëÝãå�áé �ï óýíïëï �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ Ù ðïõ

äåí áíÞêïõí ó�ï Á êáé óõìâïëßæå�áé ìå Á

′
.

Á

′
= {x ∈ Ù | ü÷é x ∈ Á}

0.2 Ó�ïé÷åßá èåùñßáò óõíüëùí

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Åíá óýíïëï ìå í ó�ïé÷åßá Ý÷åé 2

í

õðïóýíïëá. . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 Ôï êåíü óýíïëï äåí Ý÷åé õðïóýíïëá. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

3 Éó÷ýåé {∅} = ∅. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

4 Éó÷ýåé ∅ ⊆ ∅. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

5 Áí �ï A Ý÷åé ì �ï ðëÞèïò ó�ïé÷åßá êáé �ï B Ý÷åé í �ï ðëÞèïò ó�ïé÷åßá, �ü�å �ï A ∪ B
Ý÷åé ì + í �ï ðëÞèïò ó�ïé÷åßá. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

6 Éó÷ýåé A ∪ ∅ = A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

7 Éó÷ýåé A ∩ ∅ = A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

8 Éó÷ýåé (A ∩Ç) ∪ (A ∩Ç′
) = A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

9 Éó÷ýåé (A ∪Â)− � = A ∪ (Â− �). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

10 Éó÷ýåé (A ∪Â ∪ �)′ = A

′ ∩Â′ ∩ �′
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

11 Éó÷ýåé (A ∩Â ∩ �)′ = A

′ ∪Â′ ∪ �′
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 1

�éèáíü�ç�åò

1.1 Äåéãìá�éêüò ×þñïò-Åíäå÷üìåíá

Ó�ç èåùñßá �ùí ðéèáíï�Þ�ùí ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí üñï "ðåßñáìá �ý÷çò" ãéá íá ðåñéãñÜ-

øïõìå �çí åê�Ýëåóç åíüò ðåéñÜìá�ïò (ìéáò äéåñãáóßáò) �ïõ ïðïßïõ �ï áðï�Ýëåóìá äåí

ãíùñßæïõìå åê �ùí ðñï�Ýñùí.

�áñáäåßãìá�á :

1. Ñß÷íïõìå Ýíá íüìéóìá "êåöáëÞ Þ ãñÜììá�á".

2. Ñß÷íïõìå Ýíá æÜñé êáé êá�áãñÜöïõìå �çí Ýíäåéîç �çò ðÜíù Ýäñáò �ïõ.

3. Ñß÷íïõìå Ýíá æÜñé Ýùò íá öÝñïõìå Ýîé.

4. ÄéáëÝãïõìå 10 êÜñ�åò áðü ìéá êáëÜ áíáêá�åìÝíç �ñÜðïõëá êáé êá�áãñÜöïõìå �ïí

áñéèìü �ùí Üóóùí.

5. ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá 50 áíèñþðïõò êáé êá�áãñÜöïõìå ðüóïé áðü áõ�ïýò ãíùñßæïõí

óêÜêé.

5. Êá�áãñÜöïõìå �ç äéÜñêåéá æùÞò åíüò çëåê�ñéêïý ëáìð�Þñá.

Ôï óýíïëï üëùí �ùí äõíá�þí áðï�åëåóìÜ�ùí åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò ïíïìÜæïõìå

äåéãìá�éêü ÷þñï Þ äåéãìá�ï÷þñï �ïõ ðåéñÜìá�ïò (sample spae).

ÓõìâïëéêÜ, áí {ù
1

�ù

2

� · · · �ù
ê

} åßíáé �á äõíá�Ü áðï�åëÝóìá�á åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò

ìå äåéãìá�ï÷þñï Ù �ü�å ãñÜöïõìå

Ù = {ù
1

�ù

2

� · · · �ù
ê

}

�éá �ï ðñþ�ï áðü �á ðáñáðÜíù ðåéñÜìá�á �ý÷çò ð.÷. ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå Ù = {Ê� �}
åíþ ãéá �ï äåý�åñï ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå Ù = {1� 2� 3� 4� 5� 6}.

Åíäå÷üìåíá Þ �åãïíü�á

• ÊÜèå õðïóýíïëï �ïõ äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò ïíïìÜæå�áé åíäå-

÷üìåíï ç ãåãïíüò (event).

• ¼�áí �ï åíäå÷üìåíï Ý÷åé Ýíá ìüíï ó�ïé÷åßï �ïõ äåéãìá�ï÷þñïõ êáëåß�áé áðëü åíþ

ü�áí Ý÷åé ðåñéóóü�åñá êáëåß�áé óýíèå�ï.

• ¼�áí �ï áðï�Ýëåóìá åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò åßíáé ó�ïé÷åßï åíüò åíäå÷ïìÝíïõ Á ëÝìå

ü�é �ï Á ðñáãìá�ïðïéåß�áé Þ óõìâáßíåé.

Í.Êå÷ñÞò
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• Ï ßäéïò ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò Ù åíüò ðåéñÜìá�ïò èåùñåß�áé åíäå÷üìåíï ðïõ ðñáãìá-

�ïðïéåß�áé ðÜí�ï�å. �é' áõ�ü �ï Ù ëÝãå�áé êáé âÝâáéï åíäå÷üìåíï. Äå÷üìáó�å áêüìá

ùò åíäå÷üìåíï êáé �ï êåíü óýíïëï ∅ �ï ïðïßï äåí ðñáãìá�ïðïéåß�áé ðï�Ý. �é'áõ�ü

ëÝìå ü�é �ï ∅ åßíáé �ï áäýíá�ï åíäå÷üìåíï.

• Äýï åíäå÷üìåíá Á êáé Â ëÝãïí�áé áóõìâßâáó�á Þ îÝíá ìå�áîý �ïõò ü�áí Á ∩B = ∅.

• Ôï ðëÞèïò �ùí ó�ïé÷åßùí åíüò åíäå÷ïìÝíïõ Á èá óõìâïëßæïõìå ìå Í(Á). �éá ðáñÜ-

äåéãìá áí Ù = {1� 2� 3� 4� 5� 6}, Á = {2� 4� 6} �ü�å Ý÷ïõìå Í(Ù) = 6, Í(Á) = 3 êáé Í(∅) = 0.

�ñÜîåéò ìå åíäå÷üìåíá

Ó�çí ïõóßá, åíäå÷üìåíá êáé óýíïëá åßíáé Ýííïéåò �áõ�üóçìåò. �é' áõ�ü �ï ëüãï ïð-

ïéáäÞðï�å ðñÜîç åíäå÷ïìÝíùí åßíáé êáé ðñÜîç óõíüëùí. Áõ�Ýò �éò ðåñéãñÜøáìå óå

ðñïçãïýìåíç åíü�ç�á, ãé áõ�ü åäþ èá �éò ðáñïõóéÜóïõìå óõíïð�éêÜ, åìðëïõ�éóìÝíåò

üìùò ìå �çí ïñïëïãßá �ùí ðéèáíï�Þ�ùí.

1. Ôï åíäå÷üìåíï Á ∪ B äéáâÜæå�áé "Á Ýíùóç Â" Þ "Á Þ Â" êáé ðñáãìá�ïðïéåß�áé ü�áí

ðñáãìá�ïðïéåß�áé Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí áðü �á Á,Â.

2. Ôï åíäå÷üìåíï Á ∩ B äéáâÜæå�áé "Á �ïìÞ Â" Þ "Á êáé Â" êáé ðñáãìá�ïðïéåß�áé ü�áí

ðñáãìá�ïðïéïýí�áé óõã÷ñüíùò �á Á êáé Â.

3. Ôï åíäå÷üìåíï Á−B äéáâÜæå�áé "Á äéáöïñÜ Â" êáé ðñáãìá�ïðïéåß�áé ü�áí ðñáãìá�ï-

ðïéåß�áé �ï Á áëëÜ ü÷é �ï Â.

4. Ôï åíäå÷üìåíï Á

′
äéáâÜæå�áé "Á óõìðëÞñùìá" Þ "ü÷é Á" êáé ðñáãìá�ïðïéåß�áé ü�áí

äåí ðñáãìá�ïðïéåß�áé �ï Á.

1.1 Äåéãìá�éêüò ×þñïò-Åíäå÷üìåíá

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò åßíáé ðåðåñáóìÝíïò. . . . . . Ó Ë

2 Äýï óõìðëçñùìá�éêÜ åíäå÷üìåíá åíüò äåéã. ÷þñïõ Ù åßíáé îÝíá ìå�áîý �ïõò. Ó Ë

3 Áí äýï åíäå÷üìåíá Á êáé Â åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù åßíáé îÝíá ìå�áîý �ïõò, �ü�å

êáé �á óõìðëçñùìá�éêÜ �ïõò Á

′
êáé Â

′
åßíáé åðßóçò îÝíá ìå�áîý �ïõò. . . . . . Ó Ë

4 Äýï áóõìâßâáó�á åíäå÷üìåíá åíüò äåéãì. ÷. Ù åßíáé ðÜí�á óõìðëçñùìá�éêÜ. Ó Ë

5 Áóõìâßâáó�á ëÝãïí�áé äýï åíäå÷üìåíá åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù ü�áí ç ÝíùóÞ �ïõò

åßíáé �ï êåíü óýíïëï. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

6 Ôï óõìðëÞñùìá Á

′
åíüò ïðïéïõäÞðï�å åíäå÷ïìÝíïõ Á åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò ìå

äåéãìá�éêü ÷þñï Ù åßíáé åðßóçò åíäå÷üìåíï áõ�ïý �ïõ äåéãìá�éêïý ÷þñïõ. . . . Ó Ë

7 ¸ó�ù Á êáé Â äýï åíäå÷üìåíá åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò ìå äåéãìá�éêü ÷þñï Ù. Ôï

åíäå÷üìåíï Á−Â ðñáãìá�ïðïéåß�áé ü�áí ðñáãìá�ïðïéåß�áé �ï Â êáé äåí ðñáãìá�ïðïéåß�áé
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�ï Á. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

8 Áí Á êáé Â åßíáé äýï åíäå÷üìåíá, �ü�å �á åíäå÷üìåíá (A ∩ B) êáé (A ∩ B′
) åßíáé îÝíá

ìå�áîý �ïõò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

9 Áí Á êáé Â åßíáé äýï åíäå÷üìåíá, �ü�å éó÷ýåé ü�é A ∩B ⊆ A. . . . . . . . . . Ó Ë

10 Áí Á êáé Â åßíáé äýï åíäå÷üìåíá, �ü�å éó÷ýåé ü�é A ⊆ A ∪B. . . . . . . . . Ó Ë

1.1 Äåéãìá�éêüò ×þñïò-Åíäå÷üìåíá

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 1.1.1 Ï �áîéäéù�éêüò óÜêïò åíüò öïé�ç�Þ ðåñéÝ÷åé 4 ðïõêÜìéóá, 3 ðáí�åëüíéá

êáé 2 æåõãÜñéá ðáðïý�óéá. Ìå ðüóïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò èá ìðïñïýóå íá í�õèåß ï

öïé�ç�Þò êá�Ü �çí ðñþ�ç Ýîïäü �ïõ;

Ë

ý

óç 1.1.1 ÕðÜñ÷ïõí 4 �ñüðïé íá äéáëÝîåé ðïõêÜìéóï, 3 �ñüðïé íá äéáëÝîåé ðáí�åëüíé

êáé 2 �ñüðïé íá äéáëÝîåé ðáðïý�óéá. ÓõíïëéêÜ äçëáäÞ, õðÜñ÷ïõí 4 ·3 ·2 = 24 äéáöïñå�éêïß
�ñüðïé íá í�õèåß.

¢

óêçóç 1.1.2 �üóåò ëÝîåéò ìå �ñåßò ÷áñáê�Þñåò ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå ÷ñçóé-

ìïðïéþí�áò åëëçíéêÜ ãñÜììá�á;

Ë

ý

óç 1.1.2 �éá �ïí ðñþ�ï ÷áñáê�Þñá ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå Ýíá áðü �á 24 ãñÜì-

ìá�á. Ôï ßäéï ãáé �ïí äåý�åñï êáé �ñß�ï ÷áñáê�Þñá. Ìðïñïýìå äçëáäÞ óõíïëéêÜ íá êá�á-

óêåõÜóïõìå 24 · 24 · 24 = 13824 äéáöïñå�éêÝò �Ý�ïéåò ëÝîåéò.

¢

óêçóç 1.1.3 ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá ìéá ïéêïãÝíåéá ìå �ñßá ðáéäéÜ êáé ìáò åíäéáöÝñåé �ï

öýëï �ùí ðáéäéþí ùò ðñïò �ç óåéñÜ ãÝííçóÞò �ïõò. �ïéïò åßíáé ï äåéãìá�ï÷þñïò;

Ë

ý

óç 1.1.3 ×ñçóéìïðïéþí�áò Á ãéá áãüñé êáé Ê ãéá êïñß�óé, ìðïñïýìå íá ðïýìå :

Ôï ðñþ�ï ðáéäß åßíáé Á Þ Ê êáé ðáñüìïéá �ï äåý�åñï êáé �ï �ñß�ï. Ï äåéãìá�ï÷þñïò

�åëéêÜ ðåñéÝ÷åé 2 · 2 · 2 = 2

3

= 8 ó�ïé÷åßá �á ïðïßá ìðïñïýìå åýêïëá íá áñéèìÞóïõìå

êá�áóêåõÜæïí�áò �ï êá�Üëëçëï äåí�ñïäéÜãñáììá. ÓõãêåêñéìÝíá èá åßíáé:

Ù = {AAA� AAK� AKA� AKK� KAA� KAK� KKA� KKK}

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò
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¢

óêçóç 1.1.4 Ñß÷íïõìå Ýíá æÜñé Ýùò ü�ïõ öÝñïõìå "�ñÜììá�á". �ïéïò åßíáé ï äåéãìá�ï-

÷þñïò �ïõ ðåéñÜìá�ïò;

Ë

ý

óç 1.1.4 Óõìâïëßæïí�áò ìå Ê ãéá �ï åíäå÷üìåíï "ÊåöáëÞ" êáé � ãéá �ï åíäå÷üìåíï

"�ñÜììá�á", Ý÷ïõìå :

Ù = {�� K�� KK�� KKK�� KKKK�� KKKKK�� · · ·}

�áñá�çñåßó�å ü�é ï äåéãìá�ï÷þñïò Ý÷åé Üðåéñá óçìåßá. Ôï ãåãïíüò áõ�ü äåí âëÜð�åé �ç

èåùñßá êáé åýêïëá ìðïñåß íá áðïäåßîåé êÜðïéïò ü�é �ï Üèñïéóìá �ùí ðéèáíï�Þ�ùí üëùí

�ùí óçìåßùí �ïõ äåéãìá�ï÷þñïõ åßíáé ßóï ìå 1, äéü�é

1

2

+

1

4

+

1

8

+

1

16

· · · = 1

¢

óêçóç 1.1.5 Ñß÷íïõìå Ýíá æÜñé äýï öïñÝò êáé Ýó�ù �á åíäå÷üìåíá

Á: Ôï Üèñïéóìá �ùí åíäåßîåùí åßíáé 7.

Â: Ôï ãéíüìåíï �ùí åíäåßîåùí äéáéñåß�áé ìå 3.

�: Ç Ýíäåéîç �çò äåý�åñçò ñßøçò åßíáé ìåãáëý�åñç �çò ðñþ�çò. Íá âñåß�å �á ó�ïé÷åßá �ùí

åíäå÷ïìÝíùí

á) Á ∩Â â) Á ∩ � ã) Á ∪ �

Ë

ý

óç 1.1.5 �ñÜöïõìå áíáëõ�éêÜ �ïí äåéãìá�ï÷þñï :

Ù = {11� 12� 13� 14� 15� 16�

21� 22� 23� 24� 25� 26�

31� 32� 33� 34� 35� 36�

41� 42� 43� 44� 45� 46�

51� 52� 53� 54� 55� 56�

61� 62� 63� 64� 65� 66}

á) Ôï åíäå÷üìåíï Á áðï�åëåß�áé áðü �á óçìåßá :

A = {61� 52� 43� 34� 25� 16}

â) Ôï åíäå÷üìåíï Â áðï�åëåß�áé áðü �á óçìåßá :

B = {13� 16�

23� 26�

31� 32� 33� 34� 35� 36�

43� 46�

53� 56�

61� 62� 63� 64� 65� 66}
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ã) Ôï åíäå÷üìåíï � áðï�åëåß�áé áðü �á óçìåßá :

� = {12� 13� 14� 15� 16�

23� 24� 25� 26�

34� 35� 36�

45� 46�

56}
Èá åßíáé �ü�å

Á ∩Â = {61� 43� 34� 16}
Á ∩ � = {34� 25� 16}

Á ∪ � = {12� 13� 14� 15� 16�

23� 24� 25� 26�

34� 35� 36�

45� 46�

56�

61� 52� 43}

¢

óêçóç 1.1.6 ¸ó�ù Á� Â� � �ñßá ïðïéáäÞðï�å ãåãïíü�á åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù. Íá

Âñåß�å åêöñÜóåéò ãéá �á áêüëïõèá åíäå÷üìåíá :

1. Ìüíï �ï Á óõìâáßíåé.

2. Óõìâáßíïõí �á Á êáé Â áëëÜ ü÷é �ï �.

3. Óõìâáßíïõí êáé �á �ñßá.

4. Óõìâáßíåé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá.

5. Óõìâáßíïõí �ïõëÜ÷éó�ïí äýï.

6. Óõìâáßíåé Ýíá êáé êáíÝíá Üëëï.

7. Óõìâáßíïõí áêñéâþò äýï.

8. Óõìâáßíåé êáíÝíá.

8. Óõìâáßíïõí ü÷é ðåñéóóü�åñá áðü äýï.

Ë

ý

óç 1.1.6 Èá åßíáé :

1: A ∩B′ ∩ �′

2: A ∩B ∩ �′

3: A ∩B ∩ �
4: A ∪B ∪ �
5: (A ∩B) ∪ (A ∩ �) ∪ (B ∩ �)
6: (A ∩B′ ∩ �′

) ∪ (A′ ∩B ∩ �′
) ∪ (A′ ∩B′ ∩ �)

7: (A ∩B ∩ �′
) ∪ (A ∩B′ ∩ �) ∪ (A′ ∩B ∩ �)

8: A

′ ∩B′ ∩ �′

9: (A ∩B ∩ �)′
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¢

óêçóç 1.1.7 Ôñåéò áñéèìçìÝíåò ìðÜëåò á,â êáé ã ñß÷íïí�áé �õ÷áßá óå �ñßá áñéèìçìÝíá

êéâþ�éá 1,2 êáé 3. Âñåß�å üëá �á óçìåßá �ïõ äåéãìá�ï÷þñïõ ãéá áõ�ü �ï ðåßñáìá �ý÷çò.

Ë

ý

óç 1.1.7 Åßíáé :







á ó�ï 1 { á | | }







â ó�ï 1 { áâ | | }







ã ó�ï 1 { áâã | | } 1

ã ó�ï 2 { áâ | ã | } 2

ã ó�ï 3 { áâ | | ã } 3

â ó�ï 2 { á | â | }







ã ó�ï 1 { áã | â | } 4

ã ó�ï 2 { á | âã | } 5

ã ó�ï 3 { á | â | ã } 6

â ó�ï 3 { á | | â }







ã ó�ï 1 { áã | | â } 7

ã ó�ï 2 { á | ã | â } 8

ã ó�ï 3 { á | | âã } 9

á ó�ï 2 { | á | }







â ó�ï 1 { â | á | }







ã ó�ï 1 { âã | á | } 10

ã ó�ï 2 { â | áã | } 11

ã ó�ï 3 { â | á | ã } 12

â ó�ï 2 { | áâ | }







ã ó�ï 1 { ã | áâ | } 13

ã ó�ï 2 { | áâã | } 14

ã ó�ï 3 { | áâ | ã } 15

â ó�ï 3 { | á | â }







ã ó�ï 1 { ã | á | â } 16

ã ó�ï 2 { | áã | â } 17

ã ó�ï 3 { | á | âã } 18

á ó�ï 3 { | | á }







â ó�ï 1 { â | | á }







ã ó�ï 1 { âã | | á } 19

ã ó�ï 2 { â | ã | á } 20

ã ó�ï 3 { â | | áã } 21

â ó�ï 2 { | â | á }







ã ó�ï 1 { ã | â | á } 22

ã ó�ï 2 { | âã | á } 23

ã ó�ï 3 { | â | áã } 24

â ó�ï 3 { | | áâ }







ã ó�ï 1 { ã | | áâ } 25

ã ó�ï 2 { | ã | áâ } 26

ã ó�ï 3 { | | áâã } 27
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1.1 Äåéãìá�éêüò ×þñïò-Åíäå÷üìåíá

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 1.1.8 ¸ó�ù Á êáé Â äýï åíäå÷üìåíá �ïõ ßäéïõ äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù. Íá ðáñá-

ó�Þóå�å ìå äéÜãñáììá Venn êáé íá åêöñÜóå�å ìå �ç âïÞèåéá �ùí óõíüëùí �á ðáñáêÜ�ù

åíäå÷üìåíá :

i) «äåí ðñáãìá�ïðïéåß�áé êáíÝíá áðü �á Á, Â»

ii) «äåí ðñáãìá�ïðïéïýí�áé �áõ�ü÷ñïíá �á Á êáé Â»

iii) «ðñáãìá�ïðïéåß�áé �ï Á êáé ü÷é �ï Â»

iv) «ðñáãìá�ïðïéåß�áé �ï Â êáé ü÷é �ï Á»

v) «ðñáãìá�ïðïéåß�áé Ýíá ìüíï áðü �á Á, Â»

¢

óêçóç 1.1.9 Ñß÷íïõìå ðñþ�á Ýíá íüìéóìá êáé ìå�Ü Ýíá æÜñé. Íá âñåß�å �ïí äåéãìá�éêü

÷þñï �ïõ ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò.

¢

óêçóç 1.1.10 Äýï êéâþ�éá á êáé â ðåñéÝ÷ïõí ðïñ�ïêÜëéá (�), ìÞëá (Ì) êáé á÷ëÜäéá

(Á). Ôï êéâþ�éï á ðåñéÝ÷åé 1 ìÞëï, 1 ðïñ�ïêÜëé êáé 1 á÷ëÜäé, åíþ �ï êéâþ�éï â ðåñéÝ÷åé 1

ìÞëï êáé 1 á÷ëÜäé. ÅðéëÝãïõìå ó�çí �ý÷ç Ýíá êéâþ�éï êáé ó�ç óõíÝ÷åéá Ýíá öñïý�ï áðü

áõ�ü. Íá âñåß�å :

i) �ïí äåéãìá�éêü ÷þñï �ïõ ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò,

ii) �á åíäå÷üìåíá :

� : «�ï öñïý�ï åßíáé ìÞëï»

Ä : « �ï öñïý�ï åßíáé á÷ëÜäé»

¢

óêçóç 1.1.11 ¸íá êéâþ�éï Ý÷åé �ñåéò üìïéåò áóöÜëåéåò áðü �éò ïðïßåò ïé äýï åßíáé

åëá��ùìá�éêÝò. Íá âñåß�å �ïí äåéãìá�éêü ÷þñï �ïõ ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò ó�éò ðáñáêÜ�ù

ðåñéð�þóåéò :

i) ÅëÝã÷ïõìå �éò áóöÜëåéåò ìßá ðñïò ìßá, ÷ùñßò åðáíá�ïðïèÝ�çóç, ìÝ÷ñé íá âñïýìå �çí

ðñþ�ç åëá��ùìá�éêÞ áóöÜëåéá

ii) ÅëÝã÷ïõìå �éò áóöÜëåéåò ìßá ðñïò ìßá, ÷ùñßò åðáíá�ïðïèÝ�çóç, ìÝ÷ñé íá âñïýìå

üëåò �éò åëá��ùìá�éêÝò áóöÜëåéåò.
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¢

óêçóç 1.1.12 ¸íáò áèëç�Þò åßíáé ìÝëïò åíüò áèëç�éêïý óõëëüãïõ. Èåùñïýìå �á åí-

äå÷üìåíá :

Á: «Ï áèëç�Þò ðáßæåé ðïäüóöáéñï»

Â: «Ï áèëç�Þò ðáßæåé ìðÜóêå�» Íá äéá�õðþóå�å ðåñéöñáó�éêÜ êáèÝíá áðü �á ðáñáêÜ-

�ù åíäå÷üìåíá :

i) Á

′
êáéÂ

′

ii) A ∪B êáé Á ∩B
iii) Á−Â êáé Â−Á

iv) (A ∪B)′ êáé (Á ∩B)′

v) (Á−Â) ∪ (Â−Á)

vi) Á ∪B′

vii) A

′ ∪Â
viii) Á

′ ∩Â′

¢

óêçóç 1.1.13 ÅëÝã÷ïí�áé �ñåéò êéíç�Þñåò á, â, ã åíüò áåñïóêÜöïõò êáé óçìåéþíå�áé

ãéá �ïí êáèÝíá ç Ýíäåéîç (Ê), ü�áí ï êéíç�Þñáò äåí Ý÷åé âëÜâç êáé ç Ýíäåéîç (Å), ü�áí ï

êéíç�Þñáò Ý÷åé âëÜâç. Íá âñåß�å:

i) �ïí äåéãìá�éêü ÷þñï �ïõ ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò,

ii) �á åíäå÷üìåíá:

A : « Äýï áêñéâþò êéíç�Þñåò äåí Ý÷ïõí âëÜâç»

Â : « Äýï �ïõëÜ÷éó�ïí êéíç�Þñåò Ý÷ïõí âëÜâç»

� : « Äýï �ï ðïëý êéíç�Þñåò Ý÷ïõí âëÜâç»

Ä : « Ôï ðïëý Ýíáò êéíç�Þñáò Ý÷åé âëÜâç»

Å : « Ôï ðïëý Ýíáò êéíç�Þñáò äåí Ý÷åé âëÜâç»

iii) �á åíäå÷üìåíá Á ∩Â, Â ∪Ä êáé Â ∩Ä.

¢

óêçóç 1.1.14 Ìéá âéïìç÷áíßá åëÝã÷åé �çëåïñÜóåéò áðü �ç ãñáììÞ ðáñáãùãÞò ìå �ç

óåéñÜ ðïõ åîÝñ÷ïí�áé. Ï Ýëåã÷ïò ó�áìá�Üåé ü�áí âñåèïýí 2 åëá��ùìá�éêÝò �çëåïñÜóåéò

Þ ü�áí Ý÷ïõí åëåã÷èåß 4 �çëåïñÜóåéò. Íá õðïëïãßóå�å �á åíäå÷üìåíá :

Ê : «Íá âñåèåß áêñéâþò ìßá åëá��ùìá�éêÞ �çëåüñáóç»

Ë : «Íá âñåèïýí áêñéâþò äýï åëá��ùìá�éêÝò �çëåïñÜóåéò»

Ì : «Íá âñåèïýí äýï �ïõëÜ÷éó�ïí ìç åëá��ùìá�éêÝò �çëåïñÜóåéò»

Í : «Íá âñåèïýí �ï ðïëý äýï ìç åëá��ùìá�éêÝò �çëåïñÜóåéò»

¢

óêçóç 1.1.15 Óå Ýíá êïõ�ß õðÜñ÷ïõí �Ýóóåñéò êéìùëßåò ÷ñþìá�ïò Üóðñïõ (Á), ìïâ

(Ì), ðñÜóéíïõ (�), êáé êß�ñéíïõ (Ê). Íá âñåß�å �ïí äåéãìá�éêü ÷þñï �ïõ ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò

óå êáèåìéÜ áðü �éò ðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò.

i) ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá ìéá êéìùëßá
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ii) ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá ìéá êéìùëßá, �çí åðáíá�ïðïèå�ïýìå ìÝóá ó�ï êïõ�ß êáé ó�ç óõíÝ-

÷åéá åðéëÝãïõìå êáé Üëëç ìéá êéìùëßá.

iii) ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá ìéá êéìùëßá êáé äåí �çí åðáíá�ïðïèå�ïýìå ó�ï êïõ�ß. Ó�ç óõíÝ÷åéá

åðéëÝãïõìå êáé Üëëç ìéá êéìùëßá.

iv) ÅðéëÝãïõìå �áõ�ü÷ñïíá äýï êéìùëßåò.

¢

óêçóç 1.1.16 ¸ó�ù Á, Â êáé � �ñßá åíäå÷üìåíá �ïõ ßäéïõ äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù. Íá

åêöñÜóå�å ìå �ç âïÞèåéá �ùí óõíüëùí êáé ìå �á áí�ßó�ïé÷á äéáãñÜììá�á Venn �á ðáñá-

êÜ�ù åíäå÷üìåíá.

i) «ðñáãìá�ïðïéåß�áé Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí áðü �á Á, Â êáé �»

ii) «ðñáãìá�ïðïéåß�áé Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí áðü �á Á êáé Â, áëëÜ ü÷é �ï �»

iii) «äåí ðñáãìá�ïðïéåß�áé �ï Á, áëëÜ ðñáãìá�ïðïéåß�áé �ï Â êáé �ï �»

iv) «ðñáãìá�ïðïéåß�áé �ï Á, áëëÜ ü÷é �ï Â êáé �ï �»

v) «äåí ðñáãìá�ïðïéåß�áé êáíÝíá áðü �á Á, Â êáé �»

vi) «ðñáãìá�ïðïéåß�áé áêñéâþò Ýíá áðü �á Á, Â êáé �»

vii) «ðñáãìá�ïðïéïýí�áé áêñéâþò äýï áðü �á Á, Â êáé �»

¢

óêçóç 1.1.17 Óå êáèåìéÜ áðü �éò åðüìåíåò ðåñéð�þóåéò íá åîå�Üóå�å áí �á åíäå÷üìåíá

Á êáé Â ìðïñåß íá åßíáé áóõìâßâáó�á.

i) ¸íá �ìÞìá Ý÷åé 30 ìáèç�Ýò, üðïõ ïé 20 ãíùñßæïõí áããëéêÜ êáé ïé 15 ãáëëéêÜ. ÅðéëÝ-

ãïõìå Ýíá ìáèç�Þ êáé èåùñïýìå �á åíäå÷üìåíá:

Á : «Ï ìáèç�Þò îÝñåé áããëéêÜ»

Â : «Ï ìáèç�Þò îÝñåé ãáëëéêÜ»

ii) ¸íá �ìÞìá Ý÷åé 30 ìáèç�Ýò, üðïõ �ï 40% áó÷ïëåß�áé ìå �ïí áèëç�éóìü êáé �ï 50%

áó÷ïëåß�áé ìå �ç ìïõóéêÞ. ÅðéëÝãïõìå Ýíá ìáèç�Þ êáé èåùñïýìå �á åíäå÷üìåíá:

A : «Ï ìáèç�Þò áó÷ïëåß�áé ìå �ïí áèëç�éóìü»

B : «Ï ìáèç�Þò áó÷ïëåß�áé ìå �ç ìïõóéêÞ»

¢

óêçóç 1.1.18 Áðü �ç ãñáììÞ ðáñáãùãÞò åíüò åñãïó�áóßïõ åëÝã÷ïí�áé ìéêñÜ åîáñ-

�Þìá�á. Ôá åîáñ�Þìá�á �áîéíïìïýí�áé óå êáíïíéêÜ (Ê), óå åêåßíá ðïõ Ý÷ïõí åëÜ��ùìá

åìöÜíéóçò (Å) êáé óå åêåßíá ðïõ Ý÷ïõí åëÜ��ùìá ëåé�ïõñãßáò(Ë). Ï Ýëåã÷ïò ó�áìá�Üåé

ìüëéò âñåèïýí 1 åëá��ùìá�éêü �ýðïõ (Ë) Þ 2 åëá��ùìá�éêÜ �ýðïõ (Å) Þ ü�áí åëåã÷èïýí

3 åîáñ�Þìá�á. Íá âñåß�å �ï äåéãìá�éêü ÷þñï �ïõ ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò.

¢

óêçóç 1.1.19 ¸íáò åêäï�éêüò ïßêïò åêäßäåé âéâëßá óå �ñßá ìåãÝèç, ìåãÜëï (Ì), êáíïíéêü

(Ê) êáé �óÝðçò (Ô). Ôá âéâëßá ìåãÝèïõò (Ì) åêäßäïí�áé ìå ÷ïí�ñü åîþöõëëï (×), �á

ìåãÝèïõò (Ô) ìå ëåð�ü åîþöõëëï (Ë) êáé �á ìåãÝèïõò (Ê) ìå ëåð�ü Þ ÷ïí�ñü åîþöõëëï.

�éá �á âéâëßá ìå ÷ïí�ñü åîþöõëëï õðÜñ÷ïõí äýï åêäüóåéò, ç áðëÞ Ýêäïóç (Á) êáé ç
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ðïëõ�åëÞò (�). �áßñíïõìå ó�çí �ý÷ç Ýíá âéâëßï �ïõ åêäï�éêïý ïßêïõ êáé óçìåéþíïõìå

ìå �ç óåéñÜ �ï ìÝãåèïò, �ïí �ýðï êáé �çí ðïéü�ç�á �ïõ åîùöýëëïõ �ïõ. Íá âñåß�å �ïí

äåéãìá�éêü ÷þñï �ïõ ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò.

¢

óêçóç 1.1.20 Ñß÷íïõìå Ýíá íüìéóìá êáé óçìåéþíïõìå �ï áðï�Ýëåóìá êåöáëÞ (Ê) Þ

ãñÜììá�á (�) ìÝ÷ñé íá ðÜñïõìå äýï öïñÝò êåöáëÞ Þ �ñåéò öïñÝò ãñÜììá�á. Íá âñåß�å

�ïí äåéãìá�éêü ÷þñï �ïõ ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò. Óå ðüóåò �ï ðïëý ñßøåéò �åëåéþíåé �ï ðåßñáìá;

¢

óêçóç 1.1.21 Áí Á êáé Â åßíáé äýï åíäå÷üìåíá åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò �Ý�ïéá, þó�å

Á ⊆ Â, íá áðïäåßîå�å ü�é :

i) Á ∩Â = Á ii) Á ∪Â = B iii) A−B = ∅ iv) Â

′ ⊆ Á

′

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò



"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ" 17

1.2 ¸ííïéá �çò �éèáíü�ç�áò

Êëáóéêüò Ïñéóìüò �éèáíü�ç�áò

Ôï ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá ðñï�ßèå�áé íá ðåñéãñÜøåé �ïí äåéãìá�éêü ÷þñï Ù åíüò õðïèå�é-

êïý ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò. Ï äåéãìá�ï÷þñïò Ù áðï�åëåß�áé áðü 25 ó�ïé÷åßá Þ áëëéþò áðëÜ

åíäå÷üìåíá. Ó�ï ó÷Þìá Ý÷ïõìå óêéáãñáöÞóåé äýï (óýíèå�á) åíäå÷üìåíá �á Á êáé Â êáé

óýìöùíá ìå �çí ïñïëïãßá ðïõ Ý÷ïõìå áíáð�ýîåé éó÷ýïõí

Í(Á) = 7� Í(Â) = 14 êáé Í(Ù) = 25

ÊëáóéêÞ èåþñçóç: ¼ëá �á åíäå÷üìåíá åßíáé éóïðßèáíá.

Áí èåùñÞóïõìå �ü�å éóïðßèáíá êáé �á 25 áðëÜ åíäå÷üìåíá �ïõ ðåéñÜìá�ïò, åßíáé

åýëïãï �ü�å íá áðïäþóïõìå ó�á åíäå÷üìåíá Á êáé Â �éò áêüëïõèåò ðéèáíü�ç�åò

P(A) =

N(A)

N(Ù)

=

7

25

êáé P(B) =

N(B)

N(Ù)

=

14

25

Áõ�Þ ç èåþñçóç, áðï�Ýëåóå êáé �ç âÜóç ãéá �ç äéá�ýðùóç �ïõ êëáóéêïý ïñéóìïý �çò

ðéèáíü�ç�áò åíüò åíäå÷ïìÝíïõ áðü �ïí Laplae �ï 1812.

�éï óõãêåêñéìÝíá, ìå �ïí êëáóéêü ïñéóìü áí óå Ýíá ðåßñáìá �ý÷çò èåùñÞóïõìå üëá

�á áðëÜ åíäå÷üìåíá éóïðßèáíá, �ü�å ïñßæïõìå �çí ðéèáíü�ç�á P(A) åíüò åíäå÷ïìÝíïõ A

ìå �ï áêüëïõèï ðçëßêï :

P(A) =

�ëÞèïò Åõíïúêþí �åñéð�þóåùí

�ëÞèïò Äõíá�þí �åñéð�þóåùí

=

Í(Á)

Í(Ù)

Áðü áõ�üí �ïí ïñéóìü, ðñïêýð�ïõí Üìåóá �á áêüëïõèá
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1: P(Ù) =

N(Ù)

N(Ù)

2: P(∅) = 0

N(Ù)

= 0

åíþ ãéá ïðïéïäÞðï�å åíäå÷üìåíï Á èá éó÷ýåé

3: P(A) =

N(A)

N(Ù)

êáé 0 ≤ P(A) ≤ 1

Áîéùìá�éêüò Ïñéóìüò �éèáíü�ç�áò

Åßíáé öáíåñü ü�é ï ðåñéïñéóìüò �ùí "éóïðßèáíùí" ó�ïí êëáóéêü ïñéóìü ìðïñåß íá

áñèåß ÷ùñßò íá âëÜøïõìå �ç èåùñßá. ¢ëëùó�å õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ ðåéñÜìá�á �ý÷çò �ùí

ïðïßùí �á áðï�åëÝóìá�á äåí åßíáé éóïðßèáíá. �éá íá ãßíïõìå ðéï ðáñáó�á�éêïß, áò èå-

ùñÞóïõìå ðÜëé �ï áêüëïõèï ó÷Þìá �ï ïðïßï ðñï�ßèå�áé íá ðåñéãñÜøåé �ïí ìïí�Ýñíï

áîéùìá�éêü ïñéóìü �çò ðéèáíü�ç�áò.

Áîéùìá�éêÞ èåþñçóç

Ç óýã÷ñïíç áîéùìá�éêÞ èåìåëßùóç �ùí ðéèáíï�Þ�ùí îåêéíÜ áðü �ï óçìåßï üðïõ ï

äåéãìá�ï÷þñïò åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò Ý÷åé ðëÞñùò ïñéó�åß êáé Ý÷ïõí ïñéó�åß ðéèáíü�ç�åò

ãéá êÜèå Ýíá áðü �á åíäå÷üìåíá �ïõ, üðùò ó�ï ðñïçãïýìåíï ó÷Þìá. �éï óõãêåêñéìÝíá,

�ï åí ëüãù ó÷Þìá ðåñéãñÜöåé �ïí äåéãìá�ï÷þñï åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò ìå Ýîé ðéèáíÜ

åíäå÷üìåíá* êáé ðéèáíü�ç�åò �éò áíáãåãñáììÝíåò. (�áñá�çñåßó�å ü�é �ï Üèñïéóìá �ùí

ðéèáíü�Þ�ùí üëùí �ùí åíäå÷ïìÝíùí åßíáé ßóï ìå 1).

�éá �ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç äéá�õðþíïõìå :

¸ó�ù Ù = {ù
1

� ù

2

� · · · � ù
í

} Ýíáò äåéãìá�éêüò ÷þñïò ìå ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ó�ïé÷åßùí.

* Ôï ó÷Þìá èá ìðïñïýóå íá ðåñéãñÜöåé �ïí äåéãìá�ï÷þñï �çò ñßøçò åíüò ìç óõììå-

�ñéêïý æáñéïý
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Óå êÜèå áðëü åíäå÷üìåíï {ù
i

} áí�éó�ïé÷ßæïõìå Ýíáí ðñáãìá�éêü áñéèìü, ðïõ �ïí óõìâï-

ëßæïõìå ìå P(ù

i

), Ý�óé þó�å íá éó÷ýïõí :

0 ≤ P(ù

i

) ≤ 1

P(ù

1

) + P(ù

2

) + · · · +P(ù
í

) = 1

Ôïí áñéèìü P(ù

i

) ïíïìÜæïõìå ðéèáíü�ç�á �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ {ù
i

}. Ùò ðéèáíü�ç�á åíüò

åíäå÷ïìÝíïõ Á = {á
1

� á

2

� · · · � á
ê

} 6= ∅ ïñßæïõìå �ï Üèñïéóìá P(á

1

) + P(á

2

) + · · · + P(á
ê

), åíþ

ùò ðéèáíü�ç�á �ïõ áäýíá�ïõ åíäå÷ïìÝíïõ ∅ ïñßæïõìå �ïí áñéèìü P(∅) = 0.

Êáíüíåò Ëïãéóìïý �ùí �éèáíï�Þ�ùí

¢í Á� Â åßíáé åíäå÷üìåíá åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù �ü�å ãéá �éò ðéèáíü�ç�åò áõ�þí

�ùí åíäå÷ïìÝíùí èá éó÷ýïõí ïé ðáñáêÜ�ù éäéü�ç�åò.

1: ¢í Á ⊆ B �ü�å P(A) ≤ P(B)

2: P(A

′
) = 1−P(A)

3: P(A ∪B) = P(A) + P(B)−P(A ∩B)

Ó÷üëéá Ó�çí ðåñßð�ùóç 3 áí �á Á êáé Â åßíáé áóõìâßâáó�á �ü�å P(A∪B) = P(A)+P(B),

åíþ ãéá �ñßá åíäå÷üìåíá Á� Â� � èá éó÷ýåé ü�é :

P(A ∪B ∪ �) = P(A) + P(B) + P(�)−P(A ∩B)−P(A ∩ �)−P(B ∩ �) + P(A ∩B ∩ �)

1.2 ¸ííïéá �çò �éèáíü�ç�áò

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Áí Á, Â åßíáé ïðïéáäÞðï�å åíäå÷üìåíá åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù �ü�å éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

P(A ∪B) = P(A) + P(B) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 Áí Á, Â åßíáé ïðïéáäÞðï�å åíäå÷üìåíá åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù �ü�å éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

P(A ∪B) + P(A ∪B) = P(A) + P(B) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

3 Áí Ñ(Á) + Ñ(Â) = 1 �ü�å �á Á êáé Â åßíáé óõìðëçñùìá�éêÜ åíäå÷üìåíá. . . . Ó Ë

4 Áí Ñ(Á) = 1 �ü�å Á = Ù, üðïõ Á åíäå÷üìåíï åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù. . . Ó Ë

5 Áí Ñ(Á) = 0 �ü�å Á = ∅, üðïõ Á åíäå÷üìåíï åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù. . . . Ó Ë

6 Áí Ù ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò �ü�å Ñ(Ù) = 1 . . . . . . Ó Ë
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Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280



20 "ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

7 Ç ðéèáíü�ç�á �ïõ áäýíá�ïõ åíäå÷ïìÝíïõ åíüò äåéãì. ÷. Ù åßíáé P(∅) = 0. . . Ó Ë

8 �éá êÜèå åíäå÷üìåíï Á åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù éó÷ýåé 0 < P(A) < 1. . . . Ó Ë

9 �éá êÜðïéá åíäå÷üìåíá Á êáé Â éó÷ýåé : P(A) =

3

4

êáé P(A ∪B) = 1

2

. . . . . . . Ó Ë

10 Áí �á äõíá�Ü áðï�åëÝóìá�á åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò åßíáé éóïðßèáíá, �ü�å ðéèáíü�ç-

�á ïðïéïõäÞðï�å åíäå÷ïìÝíïõ Á ïíïìÜæïõìå �ïí áñéèìü: P(A) =

Í(Ù)

Í(Á)

. . . . . . Ó Ë

11 �éá ïðïéáäÞðï�å åíäå÷üìåíá Á, Â åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù éó÷ýåé ç ó÷Ýóç:

P(A−B) = P(A)−P(B) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

12 �éá ïðïéáäÞðï�å åíäå÷üìåíá Á, Â åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù éó÷ýåé ç ó÷Ýóç:

P(A ∪B)−P(A ∪B) = P(A) + P(B) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

13 �éá äýï óõìðëçñùìá�éêÜ åíäå÷üìåíá Á êáé Á

′
åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù éó÷ýåé ç

ó÷Ýóç: P(A) + P(A

′
) = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

14 Áí Á, Ç åßíáé ïðïéáäÞðï�å åíäå÷üìåíá åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù �ü�å éó÷ýåé ç

ó÷Ýóç P(A) = P(A ∩Ç) ∪P(A ∩Ç′
) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

1.2 ¸ííïéá �çò �éèáíü�ç�áò

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 1.2.1 ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá Ýíá áñéèìü áðü �ï 1 Ýùò êáé �ï 100. �ïéá ç ðéèáíü�ç�á

ï áñéèìüò ðïõ åðéëÝîáìå íá ðåñéÝ÷åé �ï øçößï 9.

Ë

ý

óç 1.2.1 Åó�ù Á �ï åíäå÷üìåíï ï áñéèìüò ðïõ èá åðéëÝîïõìå íá ðåñéÝ÷åé �ï øçößï

9. Èá åßíáé �ü�å

A ={9� 19� 29� 39� 49� 59� 69� 79� 89�
90� 91� 92� 93� 94� 95� 96� 97� 98� 99}
êáé

Ù ={1� 2� 3� 4� · · · � 100}
ïðü�å

P(A) =

N(A)

N(Ù)

=

19

100

= 0�19

¢

óêçóç 1.2.2 �éá �á åíäå÷üìåíá Á êáé Â åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ éó÷ýïõí

P(A) =

3

4

P(A ∪B) = 9

10

P(A ∩B) = 9

20
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Õðïëïãßó�å :

á) Ôçí ðéèáíü�ç�á íá ðñáãìá�ïðïéçèåß �ï åíäå÷üìåíï Â.

â) Ôçí ðéèáíü�ç�á íá ðñáãìá�ïðïéçèåß ìüíï �ï åíäå÷üìåíï Â.

ã) Íá ìçí ðñáãìá�ïðïéçèåß êáíÝíá áðü �á åíäå÷üìåíá Á êáé Â.

Ë

ý

óç 1.2.2 ÅðåéäÞ éó÷ýåé ü�é P(A ∪B) = P(A) + P(B)−P(A ∩B) èá åßíáé

á) P(B) = P(A ∪B) + P(A ∩B)−P(A)

=

9

10

+

9

20

− 3

4

=

3

5

â) P(ìüíï �ï B) = P(B)−P(A ∩B)

=

3

5

− 9

20

=

3

20

ã) P(êáíÝíá áðü Á� B) = 1−P(A ∪B)

= 1− 9

10

=

1

10

¢

óêçóç 1.2.3 Èåùñïýìå ìéá êáëÜ áíáêá�åìÝíç �ñÜðïõëá êáé æç�Üìå íá âñïýìå �çí

ðéèáíü�ç�á ãéá êÜèå Ýíá áðü �á áêüëïõèá åíäå÷üìåíá :

A : ÔñáâÜìå �õ÷áßá Ýíá ÷áñ�ß. �ïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá åìöáíéó�åß Üóóïò;

B : ÔñáâÜìå �õ÷áßá Ýíá ÷áñ�ß. �ïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá åìöáíéó�åß óðáèß;

� : ÔñáâÜìå �õ÷áßá äýï ÷áñ�éÜ. �ïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá åìöáíßóïõìå �ïõëÜ÷éó�ïí

Ýíáí Üóóï;

Ä : ÔñáâÜìå �õ÷áßá äýï ÷áñ�éÜ. �ïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá åìöáíßóïõìå �ïõëÜ÷éó�ïí

Ýíá óðáèß;

Ë

ý

óç 1.2.3

1. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò ìðïñïýìå íá áñéèìÞóïõìå �á ÷áñ�éÜ �çò �ñÜðïõëáò

áðü �ï 1 Ýùò �ï 52. Ï äåéãìá�ï÷þñïò �ü�å åßíáé

Ù = {1� 2� 3� 4� · · · � 52}

êáé åðåéäÞ ç �ñÜðïõëá Ý÷åé 4 Üóóïõò èá åßíáé

P(A) =

4

52

=

1

13

2. �áñüìïéá ãéá �ï Â åðåéäÞ ç �ñÜðïõëá Ý÷åé 13 óðáèéÜ èá åßíáé

P(Â) =

13

52

=

1

4

3. Ó'áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ï äåéãìá�ï÷þñïò ðåñéÝ÷åé 52 · 51 ó�ïé÷åßá. Ôï åíäå÷üìåíï �

óõìâáßíåé ü�áí
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i. Åìöáíéó�åß Üóóïò ó�ï ðñþ�ï �ñÜâçãìá êáé ó�ï äåý�åñï Üóóïò Þ ï�éäÞðï�å Üëëï,

äçëáäÞ óõíïëéêÜ 4 · 51 = 204 ó�ïé÷åßá, Þ

ii. Äåí åìöáíéó�åß Üóóïò ó�ï ðñþ�ï �ñÜâçãìá áëëÜ åìöáíéó�åß Üóóïò ó�ï äåý�åñï

�ñÜâçãìá, óõíïëéêÜ (52− 4) · 4 = 192 ó�ïé÷åßá. Èá åßíáé �ü�å

P(�) =

4 · 51 + (52− 4) · 4
52 · 51 =

204 + 192

52 · 51 =

396

2652

≈ 0�15

4. �áñüìïéá ìå �çí ðñïçãïýìåíç ðåñßð�ùóç, ï äåéãìá�ï÷þñïò ðåñéÝ÷åé 52·51 ó�ïé÷åßá.
Ôï åíäå÷üìåíï Ä óõìâáßíåé ü�áí

i. Åìöáíéó�åß óðáèß ó�ï ðñþ�ï �ñÜâçãìá êáé ó�ï äåý�åñï óðáèß Þ ï�éäÞðï�å Üëëï,

äçëáäÞ óõíïëéêÜ 13 · 51 = 663 ó�ïé÷åßá, Þ

ii. Äåí åìöáíéó�åß óðáèß ó�ï ðñþ�ï �ñÜâçãìá áëëÜ åìöáíéó�åß óðáèß ó�ï äåý�åñï

�ñÜâçãìá, óõíïëéêÜ (52− 13) · 13 = 507 ó�ïé÷åßá. Èá åßíáé �ü�å

P(Ä) =

13 · 51 + (52− 13) · 13
52 · 51 =

663 + 507

52 · 51 =

1170

2652

≈ 0�44

¢

óêçóç 1.2.4 Áí Ù = {0� 1� 2� 3� · · · � 20} íá õðïëïãßóå�å �éò ðéèáíü�ç�åò ãéá �á áêüëïõèá
åíäå÷üìåíá :

Á: �á ó�ïé÷åßá �ïõ Ù ðïõ äéáéñïýí�áé ìå �ï 2.

Â: �á ó�ïé÷åßá �ïõ Ù ðïõ äéáéñïýí�áé ìå �ï 5.

�: �á ó�ïé÷åßá �ïõ Ù ðïõ äéáéñïýí�áé ìå �ï 2 êáé �ï 5.

Ë

ý

óç 1.2.4 Åßíáé :

A = {0� 2� 4� 6� 8� 10� 12� 14� 16� 18� 20} êáé P(A) =

N(A)

N(Ù)

=

11

21

Â = {0� 5� 10� 15� 20} êáé P(Â) =

N(Â)

N(Ù)

=

5

21

� = {0� 10� 20} êáé P(�) =

N(�)

N(Ù)

=

3

21

¢

óêçóç 1.2.5 Ç ðéèáíü�ç�á íá ìç ëýóåé Ýíáò ìáèç�Þò Ýíá ðñüâëçìá ðéèáíï�Þ�ùí åßíáé

äéðëÜóéá áðü �çí ðéèáíü�ç�á íá �ï ëýóåé. Íá âñåèåß ç ðéèáíü�ç�á íá ëýóåé ï ìáèç�Þò

�ï ðñüâëçìá.

Ë

ý

óç 1.2.5 ¸ó�ù Á: ï ìáèç�Þò ëýíåé �ï ðñüâëçìá, êáé Á

′
: ï ìáèç�Þò äå ëýíåé �ï

ðñüâëçìá. Èá åßíáé �ü�å :

{

P(A

′
) = 1−P(A)

P(A

′
) = 2P(A)

⇒ 1−P(A) = 2P(A)⇔ 3P(A) = 1⇔ P(A) =

1

3

¢

óêçóç 1.2.6 Ñß÷íïí�áé äýï æÜñéá. ¸ó�ù Á �ï åíäå÷üìåíï ü�é �ï Üèñïéóìá �ùí áñéèìþí

ðïõ èá Ýëèïõí åßíáé ðåñé��ü êáé Â �ï åíäå÷üìåíï ü�é èá Ýëèåé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáò Üóóïò.
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Íá õðïëïãßóå�å �ü�å �éò ðéèáíü�ç�åò :

á) P(A ∩B) â) P(A ∪B) ã) P(A ∩B′
)

Ë

ý

óç 1.2.6 �ñÜöïõìå áíáëõ�éêÜ :

Ù = {11� 12� 13� 14� 15� 16�

21� 22� 23� 24� 25� 26�

31� 32� 33� 34� 35� 36�

41� 42� 43� 44� 45� 46�

51� 52� 53� 54� 55� 56�

61� 62� 63� 64� 65� 66}

A = {12� 14� 16�

21� 23� 25�

32� 34� 36�

41� 43� 45�

52� 54� 56�

61� 63� 65� }

B = {11� 12� 13� 14� 15� 16�

21� 31� 41� 51� 61}

Èá åßíáé �ü�å :

á) A ∩B = {12� 14� 16� 21� 41� 61}
ïðü�å

P(A ∩B) = 6

36

=

1

6

â) A ∪B = {11� 12� 13� 14� 15� 16�

21� 23� 25�

31� 32� 34� 36�

41� 43� 45�

51� 52� 54� 56�

61� 63� 65}
ïðü�å

P(A ∪B) = 23

36

êáé �Ýëïò
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ã) A ∩B′
= {23� 25� 32� 34� 36� 43}
45� 52� 54� 56� 63� 65}
ïðü�å

P(A ∩B′
) =

12

36

=

1

3

¢

óêçóç 1.2.7 Ôñåéò áñéèìçìÝíåò ìðÜëåò á,â êáé ã ñß÷íïí�áé �õ÷áßá óå �ñßá áñéèìçìÝíá

êéâþ�éá 1,2 êáé 3. Õðïëïãßó�å �éò ðéèáíü�ç�åò ãéá �á áêüëïõèá åíäå÷üìåíá :

A: Áêñéâþò Ýíá êéâþ�éï åßíáé Üäåéï.

B: ÊáíÝíá êéâþ�éï äåí åßíáé Üäåéï.

Ë

ý

óç 1.2.7 Ôïí äåéãìá�ï÷þñï ãéá áõ�ü �ï ðåßñáìá �ý÷çò �ïí êá�áóêåõÜóáìå ó�çí

ðñïçãïýìåíç åíü�ç�á. Áíáöåñüìåíïé óå áõ�ïí �ïí äåéãìá�ï÷þñï, üðïõ ãéá åõêïëßá

áñéèìÞóáìå �á óçìåßá �ïõ. ¸÷ïõìå ü�é �ï Á ðñáãìá�ïðïéåß�áé ó�á óçìåßá

Á = {2� 3� 4� 5� 7� 9�

10� 11� 13� 15� 17� 18�

19� 21� 23� 24� 25� 26}
ïðü�å

P(A) =

18

27

Åíþ ãéá �ï Â èá Ý÷ïõìå :

B = {6� 8� 12� 16� 20� 22}
ïðü�å

P(B) =

6

27
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1.2 ¸ííïéá �çò �éèáíü�ç�áò

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 1.2.8 Ñß÷íïõìå Ýíá áìåñüëçð�ï æÜñé. Íá âñåß�å �éò ðéèáíü�ç�åò �ùí åíäå÷ïìÝ-

íùí :

Á: «ç Ýíäåéîç åßíáé Üñ�éá»

Â: «ç Ýíäåéîç åßíáé ðåñé��Þ»

�: «ç Ýíäåéîç åßíáé Üñ�éá êáé �áõ�ü÷ñïíá ìåãáëý�åñç áðü 4»

¢

óêçóç 1.2.9 Áðü ìéá �ñÜðïõëá ìå 52 öýëëá ðáßñíïõìå Ýíá öýëëï ó�çí �ý÷ç. Íá

âñåß�å �éò ðéèáíü�ç�åò �ùí åíäå÷ïìÝíùí:

Á: «�ï öýëëï åßíáé êüêêéíï»

Â: «�ï öýëëï åßíáé Üóïò»

�: «�ï öýëëï äåí åßíáé Üóïò»

Ä: «�ï öýëëï åßíáé êüêêéíï êáé äåí åßíáé Üóïò»

¢

óêçóç 1.2.10 Óå Ýíá êïõ�ß Ý÷ïõìå 4 ðñÜóéíåò, 10 êüêêéíåò êáé 6 Üóðñåò óöáßñåò. Áí

ðÜñïõìå ìéá óöáßñá ó�çí �ý÷ç, íá âñåß�å �éò ðéèáíü�ç�åò �ùí åíäå÷ïìÝíùí :

Á: «ç óöáßñá åßíáé êüêêéíç»

Â: «ç óöáßñá äåí åßíáé ðñÜóéíç»

�: «ç óöáßñá åßíáé êüêêéíç Þ äåí åßíáé ðñÜóéíç»

¢

óêçóç 1.2.11 Óå Ýíá êïõ�ß Ý÷ïõìå 3 ëá÷íïýò ìå �ïõò áñéèìïýò 1,2 êáé 3. �áßñíïõìå

�õ÷áßá Ýíáí ëá÷íü, ãñÜöïõìå �ïí áñéèìü �ïõ êáé �ïí åðáíá�ïðïèå�ïýìå ó�ï êïõ�ß. Åðá-

íáëáìâÜíïõìå �ï ðåßñáìá áêüìç ìéá öïñÜ ãñÜöïí�áò �ï äåý�åñï áðï�Ýëåóìá äåîéÜ �ïõ

ðñþ�ïõ.

i) Ná ãñÜøå�å �ï äåéãìá�éêü ÷þñï �ïõ ðåéñÜìá�ïò.

ii) Íá âñåß�å �éò ðéèáíü�ç�åò �ùí åíäå÷ïìÝíùí:

Á: «ï äéøÞöéïò áñéèìüò ðïõ ðñïêýð�åé äéáéñåß�áé ìå �ï 2»

Â: «ï äéøÞöéïò áñéèìüò ðïõ ðñïêýð�åé Ý÷åé 2 ßäéá øçößá»

¢

óêçóç 1.2.12 ¸ó�ù Á êáé Â äýï åíäå÷üìåíá åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù. Áí

Ñ(Á

′
) = ëÑ(Â) êáé Ñ(Â

′
) = ëÑ(Á) üðïõ ë ∈ R− {1}
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íá áðïäåßîå�å ü�é

Ñ(Á) = Ñ(Â) =

1

ë + 1

¢

óêçóç 1.2.13 ¸ó�ù ìéá �ñÜðïõëá ìå 52 öýëëá.

i) ÅðéëÝãïõìå Ýíá öýëëï ó�çí �ý÷ç. Íá âñåß�å �éò ðéèáíü�ç�åò �ùí ðáñáêÜ�ù åíäå÷ï-

ìÝíùí:

Á: «�ï öýëëï åßíáé êüêêéíï»

Â: «�ï öýëëï åßíáé óðáèß»

�: «�ï öýëëï åßíáé 2 Þ 3»

Ä: «�ï öýëëï åßíáé öéãïýñá»

ii) ÅðéëÝãïõìå Ýíá öýëëï, ÷ùñßò åðáíá�ïðïèÝ�çóç êáé óçìåéþíïõìå �çí ÝíäåéîÞ �ïõ.

Ó�ç óõíÝ÷åéá åðéëÝãïõìå áêüìç Ýíá öýëëï. Íá âñåß�å �éò ðéèáíü�ç�åò �ùí ðáñáêÜ�ù

åíäå÷ïìÝíùí:

A: «�ï äåý�åñï öýëëï åßíáé Üóóïò», ìå äåäïìÝíï ü�é �ï ðñþ�ï öýëëï åßíáé Üóóïò,

Â: «�ï äåý�åñï öýëëï åßíáé ìáýñï», ìå äåäïìÝíï ü�é �ï ðñþ�ï öýëëï åßíáé êüêêéíï.

¢

óêçóç 1.2.14 Óå ðåßñáìá �ý÷çò ìå äåéãìá�éêü ÷þñï Ù = {á
1

� á

2

� · · ·á
í

} äßíå�áé ü�é

Ñ(á

ê

) = êx, ê = 1� 2� · · · � í, íá õðïëïãßóå�å :

i) �ï x ùò óõíÜñ�çóç �ïõ í,

ii) �çí ðéèáíü�ç�á Ñ(á

ê

) ùò óõíÜñ�çóç �ïõ í êáé �ïõ ê.

¢

óêçóç 1.2.15 Áðü �éò ïéêïãÝíåéåò 30 ìáèç�þí ìéáò �Üîçò, 25 Ý÷ïõí âßí�åï, 5 Ý÷ïõí

DVD êáé 4 Ý÷ïõí âßí�åï êáé DVD. ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá ìéá ïéêïãÝíåéá. Íá âñåß�å �éò ðéèá-

íü�ç�åò �ùí åíäå÷ïìÝíùí:

A: «ç ïéêïãÝíåéá Ý÷åé ìüíï âßí�åï»

B: «ç ïéêïãÝíåéá Ý÷åé ìüíï âßí�åï Þ ìüíï DVD»

�: «ç ïéêïãÝíåéá Ý÷åé ìéá �ïõëÜ÷éó�ïí óõóêåõÞ»

Ä: «ç ïéêïãÝíåéá äåí Ý÷åé êáìßá óõóêåõÞ»

¢

óêçóç 1.2.16 Áðü �ïõò åðéâÜ�åò åíüò ëåùöïñåßïõ ïé 12 åßíáé Üíäñåò êáé ïé 18 ãõíáßêåò.

¸îé áðü �ïõò Üíäñåò êáé ïê�þ áðü �éò ãõíáßêåò åßíáé ðÜíù áðü 40 å�þí. ÅðéëÝãïõìå

�õ÷áßá Ýíáí åðéâÜ�ç �ïõ ëåùöïñåßïõ. Íá âñåß�å �éò ðéèáíü�ç�åò �ùí åíäå÷ïìÝíùí:

Á: «ï åðéâÜ�çò åßíáé ðÜíù áðü 40 å�þí»

Â: «ï åðéâÜ�çò åßíáé êÜíù áðü 40 å�þí»

�: «ï åðéâÜ�çò åßíáé Üíäñáò»
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¢

óêçóç 1.2.17 (èÝìá 2001) Óå Ýíá ó÷ïëåßï ìå 400 ìáèç�Ýò äéäÜóêïí�áé ç áããëéêÞ êáé

ç ãáëëéêÞ ãëþóóá. ÊÜèå ìáèç�Þò åßíáé õðï÷ñåùìÝíïò íá ðáñáêïëïõèåß �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá

áðü �éò ðáñáêÜ�ù îÝíåò ãëþóóåò. Áðü �ïõò ðáñáðÜíù ìáèç�Ýò 340 ðáñáêïëïõèïýí

�çò áããëéêÞ ãëþóóá êáé 240 �ç ãáëëéêÞ. ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá Ýíá ìáèç�Þ. ¸ó�ù Á �ï

åíäå÷üìåíï íá ðáñáêïëïõèåß �çí áããëéêÞ ãëþóóá êáé � íá ðáñáêïëïõèåß �ç ãáëëéêÞ.

i) Ná åîå�Üóå�å áí �á åíäå÷üìåíá Á êáé � åßíáé áóõìâßâáó�á

ii) Íá áðïäåßîå�å ü�é :

P(�−Á) ≤ 3

5

iii) Íá âñåß�å �çí ðéèáíü�ç�á ï ìáèç�Þò íá ðáñáêïëïõèåß ìüíï �çí áããëéêÞ ãëþóóá.

iv) Íá âñåß�å �çí ðéèáíü�ç�á ï ìáèç�Þò íá ðáñáêïëïõèåß ìßá ìüíï îÝíç ãëþóóá áðü

áõ�Ýò.

¢

óêçóç 1.2.18 ¸íá äåßãìá 50 ïéêïãåíåéþí ñù�Þèçêå ùò ðñïò �ïí áñéèìü �ùí ðáéäéþí

�ïõò. Ôá áðï�åëÝóìá�á öáßíïí�áé ó�ïí ðßíáêá:

Áñéèìüò ðáéäéþí

0 1 2 3 4

≥ 5

Áñéèìüò ïéêïãåíåéþí

6 14 13 9

5

3

ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá ìéá áðü 50 ïéêïãÝíåéåò. Íá âñåß�å �çí ðéèáíü�ç�á �ùí ðáñáêÜ�ù

åíäå÷ïìÝíùí:

A: «ç ïéêïãÝíåéá äåí Ý÷åé ðáéäéÜ»

Â: «ç ïéêïãÝíåéá Ý÷åé ðáéäéÜ áëëÜ ü÷é ðåñéóóü�åñá áðü 3»

�: «ç ïéêïãÝíåéá Ý÷åé ðåñéóóü�åñá áðü 3ðáéäéÜ»

Ä: «ç ïéêïãÝíåéá äåí Ý÷åé 3 Þ 4 ðáéäéÜ»

Å: «ç ïéêïãÝíåéá Ý÷åé ëéãü�åñá áðü 2 Þ ðåñéóóü�åñá áðü 4 ðáéäéÜ»

¢

óêçóç 1.2.19 ¸ó�ù ü�é áðü 10000 óðüñïõò ðïõ öõ�åý�çêáí, èá öõ�ñþóåé �ï 90%.

Áðü �á öõ�Ü ðïõ èá öõ�ñþóïõí, ìüíï �ï 90% èá æÞóåé ìÝ÷ñé êáé íá êáñðïöïñÞóåé. Áí

öõ�Ýøïõìå Ýíáí óðüñï ðïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á �ùí åíäå÷ïìÝíùí:

A: «ï óðüñïò äåí öõ�ñþíåé»

Â: «ï óðüñïò öõ�ñþíåé, áëëÜ ðåèáßíåé»

�: «ï óðüñïò êáñðïöïñåß»

¢

óêçóç 1.2.20 Áðü �ïõò 160 ìáèç�Ýò åíüò ó÷ïëåßïõ, ãéá �çí áðáó÷üëçóç �éò åëåýèåñåò

þñåò �ïõò, 84 åðÝëåîáí áèëç�éêÜ (Á), 66 æùãñáöéêÞ (Æ) êáé 36 ìïõóéêÞ (Ì). ÊáíÝíáò áðü

�ïõò ìáèç�Ýò äåí åðÝëåîå �áõ�ü÷ñïíá ìïõóéêÞ êáé æùãñáöéêÞ, 12 åðÝëåîáí �áõ�ü÷ñïíá

ìïõóéêÞ êáé áèëç�éêÜ êáé Ýó�ù x ï áñéèìüò �ùí ìáèç�þí ðïõ åðÝëåîáí �áõ�ü÷ñïíá

áèëç�éêÜ êáé æùãñáöéêÞ.
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i) Ná ðáñïõóéÜóå�å �éò ðáñáêÜíù ðëçñïöïñßåò ìå �ç âïÞèåéá åíüò äéáãñÜììá�ïò Venn.

ii) Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí ìáèç�þí ðïõ åðÝëåîáí êáé áèëç�éêÜ êáé æùãñáöéêÞ

iii) Áí åðéëÝîïõìå �õ÷áßá Ýíáí ìáèç�Þ, íá âñåß�å �éò ðéèáíü�ç�åò �ùí åíäå÷ïìÝíùí:

A

1

: «ï ìáèç�Þò Ý÷åé åðéëÝîåé ìüíï áèëç�éêÜ»

A

2

: «ï ìáèç�Þò Ý÷åé åðéëÝîåé ìüíï ìïõóéêÞ»

A

3

: «ï ìáèç�Þò Ý÷åé åðéëÝîåé áèëç�éêÜ êáé ìïõóéêÞ»

A

4

: «ï ìáèç�Þò Ý÷åé åðéëÝîåé áèëç�éêÜ Þ æùãñáöéêÞ»

A

5

: «ï ìáèç�Þò Ý÷åé åðéëÝîåé ìïõóéêÞ êáé æùãñáöéêÞ»

A

6

: «ï ìáèç�Þò Ý÷åé åðéëÝîåé áèëç�éêÜ Þ ìïõóéêÞ»

¢

óêçóç 1.2.21 Ìéá êëçñù�ßäá ðåñéÝ÷åé 50 êëÞñïõò áñéèìçìÝíïõò áðü �ï 1 ùò �ï 50.

ÔñáâÜìå �õ÷áßá Ýíáí êëÞñï. Íá âñåß�å �éò ðéèáíü�ç�åò �ùí åíäå÷ïìÝíùí :

Á : «ï áñéèìüò åßíáé ðïëëáðëÜóéïò �ïõ 6 Þ �ïõ 4»

Â : «ï áñéèìüò åßíáé ðïëëáðëÜóéïò ìüíï �ïõ 4 Þ ìüíï �ïõ 6»

¢

óêçóç 1.2.22 ¸ó�ù Á, Â, � �ñßá åíäå÷üìåíá �ïõ ßäéïõ äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù. Íá

áðïäåßîå�å ü�é :

i) P(A ∩B) ≤ P(A)

ii) P(A ∩B) ≤ P(A ∪B)

¢

óêçóç 1.2.23 ¸ó�ù Á êáé Â äýï åíäå÷üìåíá �ïõ ßäéïõ äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù. Íá

áðïäåßîå�å ü�é:

i)P(A ∪B) ≤ P(A) + P(B)

ii)P(A ∪B ∪ �) ≤ P(A) + P(B) + P(�)

¢

óêçóç 1.2.24 (èÝìá 1994) ¸ó�ù Ñ(Á

′
) ≤ 0�28 êáé Ñ(Â

′
) ≤ 0�71. Íá áðïäåßîå�å ü�é:

i) P(A ∩B) ≥ 1�01−P(A ∪B)
ii) �ï åíäå÷üìåíï Á ∩Â äåí åßíáé �ï ∅.

¢

óêçóç 1.2.25 ¸ó�ù Á êáé Â äýï åíäå÷üìåíá �ïõ äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù ìå Ñ(Á) = 0�6

êáé Ñ(Â) = 0�8.

i) Ná åîå�Üóå�å áí �á åíäå÷üìåíá Á êáé Â åßíáé áóõìâßâáó�á.

ii) Íá áðïäåßîå�å ü�é :

á) Ñ(Á ∪Â) ≥ 0�6 â) Ñ(Á ∩Â) ≤ 0�8 ã) Ñ(Á ∩Â) ≥ 0�4
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¢

óêçóç 1.2.26 (èÝìá 2003) Ó�ï óýëëïãï êáèçãç�þí åíüò ëõêåßïõ �ï 55% åßíáé ãõ-

íáßêåò, �ï 40% �ùí êáèçãç�þí åßíáé öéëüëïãïé êáé �ï 30% åßíáé ãõíáßêåò öéëüëïãïé.

ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá Ýíáí êáèçãç�Þ ãéá íá åêðñïóùðÞóåé �ï óýëëïãï óå êÜðïéá åðé�ñïðÞ.

Íá õðïëïãßóå�å �éò ðéèáíü�ç�åò ï êáèçãç�Þò íá åßíáé:

i) ãõíáßêá Þ öéëüëïãïò

ii) ãõíáßêá êáé ü÷é öéëüëïãïò

iii) Üíäñáò êáé öéëüëïãïò

iv) Üíäñáò Þ öéëüëïãïò

¢

óêçóç 1.2.27 ¸ó�ù Á, Â êáé � �ñßá åíäå÷üìåíá åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù. Íá áðï-

äåßîå�å ü�é:

i) P(A ∩B) ≥ P(A) + P(B)− 1

ii) P(A ∩B ∩ �) ≥ P(A) + P(B) + P(�)− 2
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Ïé �ñáãìá�éêïß Áñéèìïß

2.1 �ñÜîåéò êáé Éäéü�ç�åò �ñáãìá�éêþí

Ïé éäéü�ç�åò �ùí ðñÜîåùí �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí, êáèþò êáé ç áí�éó�ïß÷éóç áõ�þí

ìå �ïí Üîïíá �ùí ðñáãìá�éêþí åßíáé Þäç ãíùó�Ýò áðü �ï �õìíÜóéï. ÅðáíáëáìâÜíïí�áò,

óçìåéþíïõìå ü�é ó�ï óýíïëï �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí ïñßæïí�áé äýï ðñÜîåéò, ïé ðñÜîåéò

�çò ðñüóèåóçò êáé �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý, êáé ìå �ç âïÞèåéÜ �ïõò áõ�Ýò �çò áöáßñåóçò

êáé �çò äéáßñåóçò.

�éá �çí ðñüóèåóç êáé �ïí ðïëëáðëáóéáóìü éó÷ýïõí ïé áêüëïõèåò éäéü�ç�åò (áîéþìá-

�á) �éò ïðïßåò ðáñáèÝ�ïõìå ó�ïí åðüìåíï ðßíáêá.

Éäéü�ç�á �ñüóèåóç �ïëëáðëáóéáóìüò

Áí�éìå�áèå�éêÞ á + â = â + á á · â = â · á
�ñïóå�áéñéó�éêÞ á + (â + ã) = (á + â) + ã á · (â · ã) = (á · â) · ã

ÏõäÝ�åñï Ó�ïé÷åßï

á + 0 = á á · 1 = a

Áí�ßèå�ïò - Áí�ßó�ñïöïò á + (−á) = 0

á · 1
á

= 1� á 6= 0

Åðéìåñéó�éêÞ á·(â+ã) = á·â+á·ã

Ï áñéèìüò 0 ëÝãå�áé êáé ïõäÝ�åñï ó�ïé÷åßï �çò ðñüóèåóçò, åíþ ï áñéèìüò 0 ëÝãå�áé

ïõäÝ�åñï ó�ïé÷åßï �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý. Ç áöáßñåóç êáé ç äéáßñåóç ïñßæïí�áé âÜóç �çò

ðñüóèåóçò êáé �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý áí�ßó�ïé÷á ùò åîÞò :

á− â = á + (−â) êáé

á

â

= á · 1
â

� â 6= 0

ÅðéðëÝïí, áí á�â�ã�ä åßíáé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß, �ü�å éó÷ýïõí �á áêüëïõèá :

1. Ìðïñïýìå íá ðñïóèÝóïõìå äýï åîéóþóåéò êá�Ü ìÝëç

á = â

ã = ä

}

⇒ á + ã = â + ä

2. Ìðïñïýìå íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå äýï åîéóþóåéò êá�Ü ìÝëç

á = â

ã = ä

}

⇒ á · ã = â · ä
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3. Ìðïñïýìå ó�á ìÝëç ìéáò éóü�ç�áò íá ðñïóèÝóïõìå Þ íá áöáéñÝóïõìå �ïí ßäéï áñéèìü

á = â⇔ á + ã = â + ã

4. Ìðïñïýìå �á ìÝëç ìéáò éóü�ç�áò íá �á ðïëëáðëáóéÜóïõìå Þ íá �á äéáéñÝóïõìå ìå

�ïí ßäéï ç ìçäåíéêü áñéèìü

Áí ã 6= 0 �ü�å á = â⇔ á · ã = â · ã

5. Ôï ãéíüìåíï äýï ðñáãìá�éêþí áñéèìþí åßíáé ßóï ìå �ï 0, áí êáé ìüíï áí Ýíáò �ïõëÜ-

÷éó�ïí åê �ùí áñéèìþí åßíáé ßóïò ìå �ï 0.

á · â = 0⇔ á = 0 Þ â = 0

ÄõíÜìåéò ìå áêÝñáéï åêèÝ�ç Áí á åßíáé ðñáãìá�éêüò êáé í åßíáé öõóéêüò �ü�å á

í

ïñßæå�áé ùò

á

í

=







á · á · á · · ·á
︸ ︷︷ ︸

í ðáñÜãïí�åò

� í > 1

á ãéá í = 1

Áí åðéðëÝïí á 6= 0 �ü�å ïñßæïí�áé êáé

á

0

= 1 êáé á

−í

=

1

á

í

Ó÷üëéï Áí á = â �ü�å á

í

= â

í

, �ü áí�ßó�ñïöï üìùò äåí éó÷ýåé. �éá ðáñÜäåéãìá

(−2)2 = 2

2

áëëÜ − 2 6= 2

Éäéü�ç�åò äõíÜìåùí Ó�ïí åðüìåíï ðßíáêá óõíïøßæïõìå éäéü�ç�åò �ùí äõíÜìåùí :

1� á

ê · áë

= á

ê+ë

2�

á

ê

á

ë

= á

ê−ë

3� (á

ê

)

ë

= á

êë

4� á

ê · âê = (á · â)ê

5�

á

ê

â

ê

=

(
á

â

)
ê
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Áîéïóçìåßù�åò �áõ�ü�ç�åò �éá åõ÷Ýñåéá ó�çí åê�Ýëåóç ðñÜîåùí óå äéÜöïñåò áëãåâñé-

êÝò ðáñáó�Üóåéò, ï ìáèç�Þò èá ðñÝðåé íá áðïìíçìïíåýóåé �éò áêüëïõèåò áîéïóçìåßù�åò

�áõ�ü�ç�åò :

(á + â)

2

= á

2

+ 2áâ + â

2

(á− â)2 = á

2 − 2áâ + â2

(á + â)

3

= á

3

+ 3á

2

â + 3áâ

2

+ â

3

(á− â)3 = á

3 − 3á2â + 3áâ2 − â3

á

2 − â2 = (á− â)(á + â)
á

3 − â3 = (á− â)(á2 + áâ + â2)

á

3

+ â

3

= (á + â)(á

2 − áâ + â2)

(á + â + ã)

2

= á

2

+ â

2

+ ã

2

+ 2áâ + 2áã + 2âã

ÌÝèïäïé áðüäåéîçò

1. Åõèåßá áðüäåéîç : Åßíáé ç ìÝèïäïò �çò áðüäåéîçò êá�á �çí ïðïßá îåêéíïýìå áðü �çí

õðüèåóç êáé ðñïóðáèïýìå ìå ëïãéêÝò óõíåðáãùãÝò íá ö�Üóïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá.

2. ÌÝèïäïò �çò áðáãùãÞò óå Ü�ïðï : Åßíáé ç ìÝèïäïò �çò áðüäåéîçò êá�á �çí ïðïßá

ðñïóðáèïýìå íá áðïäåßîïõìå ü�é ç Üñíçóç �ïõ óõìðåñÜóìá�ïò äåí éó÷ýåé.
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2.1 �ñÜîåéò êáé Éäéü�ç�åò �ñáãìá�éêþí

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Éó÷ýåé −12011 = −12013 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 Éó÷ýåé 1000

0

= 10

3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

3 Éó÷ýåé (á− â)2 = (â− á)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

4 Éó÷ýåé (á− â)3 = (â− á)3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

5 Áí á ðåñé��üò, �ü�å á

2

åßíáé Üñ�éïò. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

6 Ôï ãéíüìåíï äýï äéáäï÷éêþí áêåñáßùí åßíáé Üñ�éïò. . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2.1 �ñÜîåéò êáé Éäéü�ç�åò �ñáãìá�éêþí

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 2.1.1 ¢í

á = −1
3

êáé â =

2

3

íá õðïëïãéó�ïýí ïé �éìÝò �ùí ðáñáó�Üóåùí :

(i) − 3á2â2� (ii) − 3á−2
â

2

� (iii)

5â

2

á

−3

Ë

ý

óç 2.1.1 Èá åßíáé :

i) − 3
(

−1
3

)
2

(
2

3

)
2

= −31
9

4

9

= − 4

27

ii) − 3
(

−1
3

)−2(
2

3

)
2

= −3(−3)2
(
4

9

)

= −3 · 9 · 4
9

= −12

iii)

5

(

2

3

)
2

(

−1

3

)−3
=

5 · 4
9

(−3)3 =
20

−33 · 32 = −
20

3

5

= − 20

243

¢

óêçóç 2.1.2 Íá ãñáö�ïýí ùò äýíáìç åíüò áñéèìïý �á ãéíüìåíá

8 · 125� (−27) · 64� (−64) · (−4) · 16�
(

−1
8

)

(−27)
(

− 1

125

)
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Ë

ý

óç 2.1.2 ¸÷ïõìå :

á) 8 · 125 = 2

3 · 53 = (2 · 5)3 = 10

3

â) (−27) · 64 = (−3)3 · 43 = (−3 · 4)3 = (−12)3

ã) (−64) · (−4) · 16 = (−82)(−22) · 16 = 8

2 · 22 · 16 = (8 · 2)2 · 16 = 16

3

ä)

(

−1
8

)

(−27)
(

− 1

125

)

=

(

− 1

2

3

)

(−33)
(

− 1

5

3

)

=

(

−1
2

)
3

(−3)3
(

−1
5

)
3

=

(

− 3

10

)
3

¢

óêçóç 2.1.3 Íá ãñáö�ïýí ìå �ç ìïñöÞ ìéáò äýíáìçò ïé ðáñáó�Üóåéò

á

−2
á

0

á

−3

á

−8

á

−í

á

ì · á3 (

á

ìí

)

−1
â

ìí

Ë

ý

óç 2.1.3 Åßíáé :

á)

á

−2
á

0

á

−3

á

−8
= á

−2+0−3+8
= á

3

â)

á

−í

á

ì · á3 = á

−í−ì−3

ã)

(

á

ìí

)

−1
â

ìí

= á

−ìí
â

ìí

=

(
â

á

)
ìí

¢

óêçóç 2.1.4 Íá áðëïðïéçèåß ç ðáñÜó�áóç

Á =

x

−4
y

2

(x

−1
y

−2
)

4

(x

−2
y)

−1

(x

2

y)

−2
y

−3

Íá õðïëïãéó�åß ç �éìÞ �çò Á áí x = (−10)−5 êáé y = −104.
Ë

ý

óç 2.1.4 Åßíáé :

Á =

x

−4
y

2

(x

−1
y

−2
)

4

(x

−2
y)

−1

(x

2

y)

−2
y

−3

=

x

−4
y

2

(x

−4
y

−8
)(x

2

y−1)
(x

−4
y

−2
)y

−3

=

x

−4−4+2
y

2−8−1

x

−4
y

−2−3

=

x

−6
y

−7

x

−4
y

−5
= x

−2
y

−2

�éá x = (−10)−5 êáéy = −104 Ý÷ïõìå
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Á =

(

(−10)−5
)

−2
(

−104
)

−2

= (−1)−2
(

(10)

−5
)

−2
(−1)−2

(

10

4

)

−2

= 10

10 · 10−8
= 100

¢

óêçóç 2.1.5 Âñåß�å �á �å�ñÜãùíá �ùí áêüëïõèùí ðáñáó�Üóåùí:

á− 3â� 3x + 7y� áâ− ã�
á

2 − x2 − y2� áâ + âã + ãá�

á− â + x− y� x

2 − 1

Ë

ý

óç 2.1.5 ÊÜíïõìå ÷ñÞóç �ùí áîéïóçìåßù�ùí �áõ�ï�Þ�ùí êáé åê�åëïýìå ðñÜîåéò.

Èá åßíáé �ü�å :

(á− 3â)2 = á

2 − 2 · 3áâ + (−3â)2

= á

2 − 6áâ + 9â2

(3x + 7y)

2

= (3x)

2

+ 2(3x)(7y) + (7y)

2

= 9x

2

+ 42xy + 49y

2

(áâ− ã)2 = (áâ)

2 − 2(áâ)ã + (−ã)2

= á

2

â

2 − 2áâã + ã2

(á

2 − x2 − y2)2 = (á

2

)

2

+ (−x2)2 + (−y2)2 + 2á2(−x2) + 2á2(−y2) + 2(−x2)(−y2)
= á

4

+ x

4

+ y

4 − 2á2x2 − 2á2y2 + 2x2y2

(áâ + âã + ãá)

2

= (áâ)

2

+ (âã)

2

+ (ãá)

2

+ 2(áâ)(âã) + 2(áâ)(ãá) + 2(âã)(ãá)

= á

2

â

2

+ â

2

ã

2

+ ã

2

á

2

+ 2áâ

2

ã + 2á

2

âã + 2áâã

2

(á− â + x− y)2 = (á− â)2 + 2(á− â)(x− y) + (x− y)2

= á

2 − 2áâ + â2 + 2(áx− áy− âx + ây) + x2 − 2xy + y2

= á

2 − 2áâ + â2 + 2áx− 2áy− 2âx + 2ây + x2 − 2xy + y2

= á

2

+ â

2

+ x

2

+ y

2 − 2áâ + 2áx− 2áy− 2âx + 2ây− 2xy

(x

2 − 1)2 = (x

2

)

2 − 2(x2) + 12

= x

4 − 2x2 + 1
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¢

óêçóç 2.1.6 Íá ãßíïõí ãéíüìåíá ïé ðáñáó�Üóåéò :

i) áx− ây + âx− áy
ii) x

3 − x2 − x + 1

Ë

ý

óç 2.1.6 �éá �çí i) Ý÷ïõìå

áx− ây + âx− áy
= (áx− áy) + (âx− ây)
= á(x− y) + â(x− y)
= (x− y)(á + â)

åíþ ãéá �çí ii) :

x

3 − x2 − x + 1
= (x

3 − x2)− (x− 1)
= x

2

(x− 1)− (x− 1)
= (x− 1)(x2 − 1)
= (x− 1)(x + 1)(x− 1)
= (x− 1)2(x + 1)

¢

óêçóç 2.1.7 Áí á,â,ã åßíáé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß �Ý�ïéïé þó�å

áâã 6= 0 êáé

1

á

+

1

â

+

1

ã

= 0

íá áðïäåé÷èåß ü�é

(á + â + ã)

2

= á

2

+ â

2

+ ã

2

Ë

ý

óç 2.1.7 Ç óõíèÞêç ìå�áó÷çìá�ßæå�áé ùò

1

á

+

1

â

+

1

ã

= 0⇔
(
1

á

+

1

â

+

1

ã

)

áâã = 0 · áâã⇔

áâ + áã + âã = 0

ïðü�å

(á + â + ã)

2

= á

2

+ â

2

+ ã

2

+ 2(áâ + áã + âã) =

= á

2

+ â

2

+ ã

2

+ 2 · 0
= á

2

+ â

2

+ ã

2
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2.1 �ñÜîåéò êáé Éäéü�ç�åò �ñáãìá�éêþí

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 2.1.8 Íá ãñÜøå�å óáí Ýíá êëÜóìá �éò ðáñáó�Üóåéò :

A =

3

2

5

6

B =

3

7

4

� =

5

2

9

Ä =

á

â

ã

ä

¢

óêçóç 2.1.9 Íá ãßíïõí ïé ðñÜîåéò:

1)

1

áâ

+

1

áã

+

1

âã

2)

3− x
x− 2 −

x

2

+ 4

2x

3 − 8x +
x + 3

x + 2

− x

x

2 − 4

¢

óêçóç 2.1.10 Íá áðëïðïéÞóå�å �éò ðáñáó�Üóåéò

1)

x− 2
x

+

4

x− 2 −
8

x

2 − 2x
2)

3

x + 2y

− 2

x− 2y +
2x + 16y

x

2 − 4y2

3)

y

2 − 6
y

2 − 5y + 6 −
2

y− 2 +

3

y− 3 4)

x

2

x− y +
y

2

x + y

− 2xy

2

x

2 − y2

¢

óêçóç 2.1.11 Íá áðëïðïéçèïýí ïé ðáñáó�Üóåéò :

A =

[
(x− 1)2(x− 1)−4

(x− 1)−3
]−2

B =

7x

3

y

−1 − x3y−1
y

3

x

5

¢

óêçóç 2.1.12 Íá ãßíïõí ïé ðñÜîåéò:

1)

1

1− x +
1

1 + x

+

2

1 + x

2

2)

x

1 +

x

2 +

x

3

¢

óêçóç 2.1.13 Âñåß�å �ïõò êýâïõò �ùí:

á + x� 2á + â�

x

3

+ 2� á

2 − y2
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¢

óêçóç 2.1.14 Íá áðïäåßîå�å ü�é ïé áñéèìïß

Á = á + 5â + 9ã êáé Â = −á = 5

(

(−â) + (−ã)
)

+ 4(−ã)

åßíáé áí�ßèå�ïé.

¢

óêçóç 2.1.15 Âñåß�å �éò óõíèÞêåò þó�å íá éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò :

i) (7á + 3)(á− 1)(á2 + 1) = 0

ii) (á + 1)(2á + 5)(á− 3) 6= 0

¢

óêçóç 2.1.16 Áðïäåßî�å �éò �áõ�ü�ç�åò :

(á

2 − â2)2 + (2áâ)2 = (á

2

+ â

2

)

2

(á + â)

2 − (á− â)2 = 4áâ �áõ�ü�ç�á Legendre

(á + â)

3

(á− â)− (á4 − â4) = 2áâ(á

2 − â2)
(á + â)

3 − 3áâ(á + â− 1)− 1 = (á + â− 1)(á2 + â2 − áâ + á + â + 1)
(á− â)2 + (â− ã)2 + (ã− á)2 = 2(ã− â)(ã− á) + 2(â− á)(â− ã) + 2(á− â)(á− ã)

¢

óêçóç 2.1.17 Íá ãßíïõí ãéíüìåíá ïé ðáñáó�Üóåéò :

i) 9á

2

+ 12áâ + 4â

2

ii) x

2 − x + 1

4

iii) 3x

2

+ 6xy + 3y

2

¢

óêçóç 2.1.18 Íá ãñáöïýí óå ãéíüìåíï ðáñáãüí�ùí ïé ðáñáó�Üóåéò :

i) á

2 − 25â2ã2 ii) x

3 − 125 iii) y

3 − 27 iv)

x

2

16

− y

2

25

¢

óêçóç 2.1.19 Áðïäåßî�å �éò �áõ�ü�ç�åò :

(á + â)

4

= á

4

+ 4á

3

â + 6á

2

â

2

+ 4áâ

3

+ â

4

(á + â)

5

= á

5

+ 5á

4

â + 10á

3

â

2

+ 10á

2

â

3

+ 5áâ

4

+ â

5

(á + â + ã)

3

= á

3

+ â

3

+ ã

3

+ 3(á + â)(â + ã)(ã + á)
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¢

óêçóç 2.1.20 Íá ðáñáãïí�ïðïéçèïýí ïé ðáñáó�Üóåéò

i) x

2 − xy + 4y− 4x ii) x

3

+ x

2

+ 3x + 3 iii) 1− x2 − 2xy− y2

¢

óêçóç 2.1.21 Íá ðáñáãïí�ïðïéçèïýí ïé ðáñáó�Üóåéò

i) á

4

+ â

4 − 11á2â2 ii) á

4

+ 4â

4

iii) á

8 − â8

¢

óêçóç 2.1.22 Áí

x +

1

x

= 2

íá õðïëïãßóå�å �éò �éìÝò �ùí ðáñáó�Üóåùí

i) x

2

+

1

x

2

ii) x

3

+

1

x

3

iii) x

4

+

1

x

4

¢

óêçóç 2.1.23 Íá áðëïðïéÞóå�å �á ðáñáêÜ�ù êëÜóìá�á (ìå �çí ðñïõðüèåóç ü�é áõ�Ü

ïñßæïí�áé) :

i)

áx + áy + âx + ây

x

2 − y2 ii)

36x

2 − 12x + 1
48x− 8

iii)

16á

2

â

3 − 8á3â3
4á

2

â

2

iv)

(x + h)

2

h

v)

x

2 − 1
(1− x)2 vi)

x

2 − 9y2
2x

2 − 12xy + 18y2

¢

óêçóç 2.1.24 Áðïäåßî�å �éò �áõ�ü�ç�åò �ïõ Newton:

(x + á)(x + â)(x + ã) = x

3

+ (á + â + ã)x

2

+ (áâ + áã + âã)x + áâã

(x + á)(x + â)(x + ã)(x + ä) =

= x

4

+ (á + â + ã + ä)x

3

+ (áâ + áã + áä + âã + âä + ãä)x

2

+ (áâã + áâä + áãä + âãä) + áâãä

Ôé óáò èõìßæïõí áõ�Ýò ü�áí á = â = ã = ä;
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2.2 ÄéÜ�áîç �ñáãìá�éêþí Áñéèìþí

¸íáò áñéèìüò á ëÝìå ü�é åßíáé ìåãáëý�åñïò áðü Ýíáí áñéèìü â, êáé ãñÜöïõìå á > â,

ü�áí ç äéáöïñÜ á − â åßíáé èå�éêüò áñéèìüò. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ëÝìå åðßóçò ü�é ï â

åßíáé ìéêñü�åñïò �ïõ á êáé ãñÜöïõìå â < á.

Áðü �ïí �ñüðï ìå �ïí ïðïßï ãßíïí�áé ïé ðñÜîåéò �çò ðñüóèåóçò êáé �ïõ ðïëëáðëá-

óéáóìïý, ðñïêýð�åé ü�é :

(á > 0 êáé â > 0)⇒ á + â > 0

(á < 0 êáé â < 0)⇒ á + â < 0

á�â ïìüóçìïé ⇔ á · â > 0⇔ á

â

> 0

á�â å�åñüóçìïé ⇔ á · â < 0⇔ á

â

< 0

¢í á�â�ã�ä åßíáé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß, �ü�å éó÷ýïõí �á áêüëïõèá :

1. Ìðïñïýìå íá ðñïóèÝóïõìå äýï áíéóþóåéò êá�Ü ìÝëç

á > â

ã > ä

}

⇒ á + ã > â + ä

2. Áí åðéðëÝïí á�â�ã�ä åßíáé èå�éêïß áñéèìïß, �ü�å ìðïñïýìå íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå äýï

áíéóþóåéò êá�Ü ìÝëç

á > â

ã > ä

}

⇒ á · ã = â · ä

3. Ìðïñïýìå ó�á ìÝëç ìéáò áíéóü�ç�áò íá ðñïóèÝóïõìå Þ íá áöáéñÝóïõìå �ïí ßäéï

áñéèìü

á > â⇔ á + ã > â + ã

4. Ìðïñïýìå íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå �á ìÝëç ìéáò áíéóü�ç�áò ìå Ýíá èå�éêü

Áí ã > 0 á > â⇔ á · ã > â · ã

5. ¢í ðïëëáðëáóéÜóïõìå �á ìÝëç ìéáò áíéóü�ç�áò ìå Ýíá áñíç�éêü �ü�å áëëÜæåé öïñÜ

Áí ã > 0 á > â⇔ á · ã < â · ã

6. Áí á�â åßíáé èå�éêïß áñéèìïß êáé í èå�éêüò áêÝñáéïò, �ü�å éó÷ýåé ç éóïäõíáìßá

á > â⇔ á

í

> â

í

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò



"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ" 41

2.2 ÄéÜ�áîç �ñáãìá�éêþí Áñéèìþí

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Áí á < â, �ü�å á�â < 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 Áí x > y, �ü�å y�x > 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

3 Áí á > â, �ü�å á + 3 > â + 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

4 Áí x < y, �ü�å x− 3 > y− 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

5 Áí á > â, �ü�å �2á > �2â . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

6 Áí x > y, �ü�å

x

−2 >
y

−2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

7 Áí á < 1, �ü�å á

2

< á . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

8 Áí x

2

> 2x, �ü�å x > 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

9 Áí

á

â

< 1, �ü�å

â

á

> 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

10 Áí á < 1 < â �ü�å (1− á)(1− â)(á− â)â > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2.2 ÄéÜ�áîç �ñáãìá�éêþí Áñéèìþí

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 2.2.1 Áí á > 0 íá áðïäåßîå�å ü�é

á +

1

á

≥ 2

Ë

ý

óç 2.2.1 Õøþíïí�áò êáé �á äýï ìÝëç ó�ï �å�ñÜãùíï, Ý÷ïõìå :

(

á +

1

á

)
2

≥ 2

2 ⇔

á

2

+ 2

1

á

á +

1

á

2

≥ 4⇔ á

2 − 2 +

1

á

2

≥ 0

⇔
(

á− 1

á

)
2

≥ 0 ðïõ éó÷ýåé

¢

óêçóç 2.2.2 �éá �ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò á,â,ã íá áðïäåé÷èåß ü�é éó÷ýåé :

á

2

+ â

2

+ ã

2 ≥ áâ + áã + âã
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Ë

ý

óç 2.2.2 Åßíáé

á

2

+ â

2

+ ã

2 ≥ áâ + áã + âã⇔ 2á

2

+ 2â

2

+ 2ã

2 ≥ 2áâ + 2áã + 2âã⇔
á

2 − 2áâ + â

2

+ á

2 − 2áã + ã

2

+ â

2 − 2âã + ã

2 ≥ 0⇔
(á− â)

2

+ (á− ã)

2

+ (â− ã)

2 ≥ 0 ðïõ éó÷ýåé

¢

óêçóç 2.2.3 Íá áðïäåé÷èåß ü�é ãéá �ïõò èå�éêïýò áñéèìïýò x êáé y éó÷ýåé :

(x + y)(

1

x

+

1

y

) ≥ 4

Ë

ý

óç 2.2.3 Åßíáé

(x + y)(

1

x

+

1

y

) ≥ 4⇔ (x + y)

x + y

xy

≥ 4

(x + y)

2 ≥ 4xy⇔ x

2

+ 2xy + y

2 ≥ 4xy⇔ x

2 − 2xy + y

2 ≥ 0

(x− y)

2 ≥ 0 ðïõ éó÷ýåé

¢

óêçóç 2.2.4 Áí á,â,ã ≥ 0 íá áðïäåé÷èåß ü�é :

i) (á + â)

2 ≥ 4áâ ii) (á + â)(â + ã)(ã + á) ≥ 8áâã

Ë

ý

óç 2.2.4 Åßíáé ãéá �çí i)

(á + â)

2 ≥ 4áâ⇔ á

2

+ 2áâ + â

2 ≥ 4áâ⇔
á

2 − 2áâ + â

2 ≥ 0⇔ (á− â)

2 ≥ 0 ðïõ éó÷ýåé

�éá �çí ii) ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí i) Ý÷ïõìå







(á + â)

2 ≥ 4áâ

(â + ã)

2 ≥ 4âã

(ã + á)

2 ≥ 4ãá

⇔ (á + â)

2

(â + ã)

2

(ã + á)

2 ≥ 64á

2

â

2

ã

2

êáé åðåéäÞ ïé âÜóåéò åßíáé Èå�éêÝò ðñïêýð�åé ü�é

(á + â)(â + ã)(ã + á) ≥ 8áâã

¢

óêçóç 2.2.5 Áí á + â ≥ 0 íá áðïäåé÷èåß ü�é :

á

3

+ â

3 ≥ á

2

â + áâ

2

Ë

ý

óç 2.2.5 Ìå åõèåßá áðüäåéîç, Ý÷ïõìå :
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á

3

+ â

3 ≥ á

2

â + áâ

2 ⇔
⇔ (á

3 − á

2

â) + (â

3 − áâ

2

) ≥ 0

⇔ á

2

(á− â)− â

2

(á− â) ≥ 0

⇔ (á− â)(á

2 − â

2

) ≥ 0

⇔ (á− â)(á + â)(á− â) ≥ 0

⇔ (á− â)

2

(á + â) ≥ 0 ðïõ éó÷ýåé

¢

óêçóç 2.2.6 Áí á + â = 2, íá áðïäåé÷èåß ü�é :

i) áâ ≤ 1 ii) á

2

+ â

2 ≥ 2

Ë

ý

óç 2.2.6 ÅðåéäÞ á + â = 2⇔ â = 2− á, Ý÷ïõìå ãéá �çí i :

áâ ≤ 1⇔
⇔ á(2− á) ≤ 1

⇔ 2á− á

2 ≤ 1

⇔ á

2 − 2á + 1 ≥ 0

⇔ (á− 1)

2 ≥ 0 ðïõ áëçèåýåé

�áñüìïéá ãéá �çí ii) Ý÷ïõìå :

á

2

+ â

2 ≥ 2⇔
⇔ á

2

+ (2− á)

2 ≥ 2

⇔ á

2

+ 4− 4á + á

2 ≥ 2

⇔ 2á

2 − 4á + 2 ≥ 0

⇔ á

2 − 2á + 1 ≥ 0

⇔ (á− 1)

2 ≥ 0 ðïõ áëçèåýåé
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2.2 ÄéÜ�áîç �ñáãìá�éêþí Áñéèìþí

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 2.2.7 Áí éó÷ýåé á > −3, íá áðïäåßîå�å ü�é:

1) 6 + 2á > 3 + á 2) á− 4 < 3á + 2

¢

óêçóç 2.2.8 Áí éó÷ýåé á > 2, íá áðïäåßîå�å ü�é:

1) á + 3 > 5 2) 2á + 4 > 8

3) − 3á + 6 < 0

4)

á

2

− 1 > 0

¢

óêçóç 2.2.9 Áí éó÷ýåé á < 4, íá áðïäåßîå�å ü�é:

1) 2− 8− 3á
2

< á 2)

á− 3
2

− 2á− 9
6

>

á− 2
3

¢

óêçóç 2.2.10 Áí éó÷ýåé á < â, íá áðïäåßîå�å ü�é:

1) 5− 4á > 5− 4â
2)

á

3

− 7 < â

3

− 7

3) 9− á

2

> 9− â

2

4) 2− á > 2− â

¢

óêçóç 2.2.11 Áí á > 1 > â, íá áðïäåßîå�å ü�é:

á + â > 1 + áâ

¢

óêçóç 2.2.12 Áí á < 2 < â, íá áðïäåßîå�å ü�é:

2(á + â) > 4 + áâ

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò



"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ" 45

¢

óêçóç 2.2.13 Áí á ≤ −1, íá áðïäåßîå�å ü�é:

á

3

+ 1 ≤ á

2

+ á

¢

óêçóç 2.2.14 Íá áðïäåßîå�å ü�é:

1) 3(á

2 − â

2

) + 2áâ ≥ −2(á + 2â)2

2) 2(á

2

+ â

2

)− (b

2 − a

2

) ≥ 2â(3á− â)

¢

óêçóç 2.2.15 Áí éó÷ýåé á < â, íá áðïäåßîå�å ü�é:

1) á <

á + â

2

< â

2) á <

á + 2â

3

< â

3) á <

3á + â

4

< â

4) á <

2á + 5â

7

< â

¢

óêçóç 2.2.16 Áí éó÷ýåé á < â, íá áðïäåßîå�å ü�é:

á <

2áâ

á + â

< â

¢

óêçóç 2.2.17 Áí éó÷ýåé 6 < á < 9, íá âñåß�å ìå�á- îý ðïéùí áñéèìþí âñßóêïí�áé ïé

ðáñáó�Üóåéò:

1) 2á− 5 2) − 3á + 1 3) 1− á

5

4) 2á− 3

2

¢

óêçóç 2.2.18 Áí éó÷ýïõí ïé −12 < á < −6 êáé 2 < â < 3, íá âñåß�å ìå�áîý ðïéùí áñéèìþí

âñßóêïí�áé ïé ðáñáó�Üóåéò:

1) − á− 5â 2) áâ 3)

á

â

4) á− â

2

¢

óêçóç 2.2.19 Áí éó÷ýïõí ïé −6 < á < −4 êáé −3 < â < −2, íá âñåß�å ìå�áîý ðïéùí

áñéèìþí âñßóêïí�áé ïé ðáñáó�Üóåéò:

1) 2á + 3â 2) á− 2â 3)

á

2

− â + 2 4) áâ
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¢

óêçóç 2.2.20 Áí x > 1, íá óõãêñßíå�å �ïõò áñéèìïýò

á = x

3

êáé x

2 − x + 1

¢

óêçóç 2.2.21 Áí ïé áñéèìïß x êáé y åßíáé ïìüóçìïé, íá óõãêñßíå�å �ïõò áñéèìïýò

á = 1 + x + y êáé (1 + x)(1 + y)

¢

óêçóç 2.2.22 Áí x > 1, íá óõãêñßíå�å �ïõò áñéèìïýò

á =

x + 1

x

êáé

x

x− 1

¢

óêçóç 2.2.23 Áí á + â = 2, íá áðïäåßîå�å ü�é:

1) áâ ≤ 1 2) á

2

+ â

2 ≥ 2

¢

óêçóç 2.2.24 Íá áðïäåßîå�å ü�é ãéá èå�éêïýò á,â,ã éó÷ýïõí

i) (á

2

+ 1)(â

2

+ 1)(ã

2

+ 1) ≥ 8áâã

ii)

1

á

+

1

â

+

1

ã

≥ 1

√

áâ

+

1

√

âã

+

1√
áã

Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéåßó�å �çí áíéóü�ç�á á + â ≥ 2

√

áâ

¢

óêçóç 2.2.25 Íá áðïäåßîå�å ü�é ãéá êÜèå ðñáãìá�éêü á éó÷ýåé

∣

∣

∣

∣

6á

9á

2

+ 1

∣

∣

∣

∣

≤ 1
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2.3 Áðüëõ�ç ÔéìÞ �ñáãìá�éêþí Áñéèìþí

Áí x åßíáé ðñáãìá�éêüò áñéèìüò, ç áðüëõ�ç �éìÞ �ïõ óõìâïëßæå�áé ìå |x| êáé ïñßæå�áé
ùò åîÞò :

|x| =
{

x áí x ≥ 0

−x áí x ≤ 0

Ëåê�éêÜ, áðüëõ�ç �éìÞ åíüò èå�éêïý ðñáãìá�éêïý åßíáé ï ßäéïò ï áñéèìüò, åíþ åíüò áñíç-

�éêïý ðñáãìá�éêïý áñéèìïý ï áí�ßèå�ïò �ïõ. ¢ìåóåò óõíÝðåéåò �ïõ ðáñáðÜíù ïñéóìïý

åßíáé ïé áêüëïõèåò ó÷Ýóåéò :

x = 0⇔ |x| = 0

|x| ≥ x êáé |x| ≥ −x
− |x| ≤ x ≤ |x|
| − x| = |x| ≥ 0

|x|2 = x

2

|x| ≤ á⇔ −á ≤ x ≤ á

|x + y| ≤ |x| + |y|

|xy| = |x||y| êáé

∣

∣

∣

∣

x

y

∣

∣

∣

∣

=

|x|
|y|

Ó÷üëéá Ç éóü�ç�á |xy| = |x||y| éó÷ýåé êáé ãéá ðåñéóóü�åñïõò ðáñÜãïí�åò, åíþ ç áíéóü-

�ç�á |x + y| ≤ |x| + |y| êáé ãéá ðåñéóóü�åñïõò ðñïóèå�Ýïõò. Éó÷ýïõí äçëáäÞ ãåíéêÜ

|á
1

· á
2

· · ·á
í

| = |á
1

| · |á
2

| · · · |á
í

|
|á

1

+ á

2

+ · · · + á
í

| ≤ |á
1

| + |á
2

| + · · · + |á
í

|

�éá �çí ãåùìå�ñéêÞ åðïð�åßá, áí á êáé â åßíáé óçìåßá ðÜíù ó�ïí Üîïíá �ùí ðñáãìá�éêþí

áñéèìþí �ü�å

|á− â| = d(á�â)

óõìâïëßæåé �çí áðüó�áóç �ùí á êáé â Þ áëëéþò �ï ìÝ�ñï �ïõ åõèõãñÜììïõ �ìÞìá�ïò áâ

Þ áëëéþò �ï ìÞêïò �ïõ äéáó�Þìá�ïò [á,â℄.

�áñüìïéá, áí á óçìåßï �ïõ ðñáãìá�éêïý Üîïíá êáé r ðñáãìá�éêüò áñéèìüò, �ü�å ç

áíéóü�ç�á

|x− á| ≤ r

åñìçíåýå�áé óáí �ï äéÜó�çìá [á− r�á + r℄.
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2.3 Áðüëõ�ç ÔéìÞ �ñáãìá�éêþí Áñéèìþí

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Éó÷ýåé ü�é | − á| = |á|. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 Éó÷ýåé ü�é |á− 2| = |2− á|. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

3 Éó÷ýåé ü�é |á| > |â| ⇔ á

2

> â

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

4 Áí á�â å�åñüóçìïé �ü�å |á2009â2011| = á

2009

â

2011

. . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

5 Áí á�â ïìüóçìïé �ü�å | − á

â

| = −á

â

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

6 Áí |á| ≥ 1⇔ á ≥ 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

7 Áí |x| ≤ 2 �ü�å x áíÞêåé ó�ï äéÜó�çìá [-2,2℄. . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

8 Ç éóü�ç�á |x + y| = |x| + |y| éó÷ýåé ìüíï ü�áí ïé x, y åßíáé èå�éêïß. . . . . . . . Ó Ë

9 Ç áðüó�áóç äýï áñéèìþí åßíáé ç äéáöïñÜ �ïõò. . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

10 Áí á < â < ã < ä �ü�å |â− ã| < |á− ä|. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

11 Áí |á| + |â| = 0⇔ á

2

+ â

2

= 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

12 Áí x ∈ (−∞�− 5) Þ x ∈ (5� +∞) �ü�å |x| > 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2.3 Áðüëõ�ç ÔéìÞ �ñáãìá�éêþí Áñéèìþí

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 2.3.1 Íá âñåß�å �çí �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò

A =

∣

∣

√

3− 3

∣

∣− |ð− 3|

Ë

ý

óç 2.3.1 Åßíáé

•
√

3 < 3⇔
√

3− 3 < 0⇔
∣

∣

√

3− 3

∣

∣

= 3

√

3

• ð > 3⇔ ð− 3 > 0⇔ |ð− 3| = ð− 3

Ïðü�å

Á =

∣

∣

√

3− 3

∣

∣− |ð− 3| = 3−
√

3 +ð− 3 = ð−
√

3

¢

óêçóç 2.3.2 Íá áðëïðïéçèïýí ïé ðáñáó�Üóåéò:

A =

∣

∣

4x

2 − 4x + 1

∣

∣

êáé B =

∣

∣

x

6 − 6x

3

+ 13

∣

∣
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Ë

ý

óç 2.3.2 Åßíáé

• 4x

2 − 4x + 1 = (2x− 1)

2 ≥ 0 ïðü�å

Á =

∣

∣

4x

2 − 4x + 1

∣

∣

= 4x

2 − 4x + 1

• x

6 − 6x

3

+ 13 = (x

6 − 6x

3

+ 9) + 4 = (x

3 − 3)

2

+ 4 ≥ 0 ïðü�å

B =

∣

∣

x

6 − 6x

3

+ 13

∣

∣

= x

6 − 6x

3

+ 13

¢

óêçóç 2.3.3 Íá áðëïðïéçèïýí ïé ðáñáó�Üóåéò:

A =

∣

∣−x4 − x

2 − 3

∣

∣

êáé B =

∣

∣−x2 + 2x− 5

∣

∣

Ë

ý

óç 2.3.3 Åßíáé

• − x

4 − x

2 − 3 = −(x4 + x2 + 3) < 0 ïðü�å

Á =

∣

∣−x4 − x

2 − 3

∣

∣

= x

4

+ x

2

+ 3

• − x

2

+ 2x− 5 = −(x2 − 2x + 1 + 4) = −
(

(x− 1)

2

+ 4

)

< 0 ïðü�å

B =

∣

∣−x2 + 2x− 5

∣

∣

= x

2 − 2x + 5

¢

óêçóç 2.3.4 Íá áðëïðïéçèïýí ïé ðáñáó�Üóåéò:

A =

∣

∣

4− | − x

2

+ 2x− 1|
∣

∣−
∣

∣|x2 + 4| + 4x
∣

∣

êáé B =

∣

∣

2

x+3 − 2

x

∣

∣

+

∣

∣

x + |x|
∣

∣−
∣

∣|x| − x

∣

∣

Ë

ý

óç 2.3.4 Åßíáé ãéá �çí Á

• − x

2

+ 2x− 1 = −(x− 1)

2

< 0 ïðü�å

∣

∣

4− | − x

2

+ 2x− 1|
∣

∣

=

∣

∣

4 + (x− 1)

2

∣

∣

= 4 + (x− 1)

2

= x

2 − 2x + 5

•
∣

∣|x2 + 4| + 4x
∣

∣

= |x2 + 4 + 4x| =
∣

∣

(x + 2)

2

∣

∣

= (x + 2)

2

þó�å

Á = x

2 − 2x + 5− (x

2

+ 4x + 4) = −6x + 1

�éá �çí Â Ý÷ïõìå :

• 2

x+3 − 2

x

= 2

x

(2

3 − 1) = 7 · 2x > 0
• ÅðåéäÞ |x| ≥ −x ðñïêýð�åéü�é|x| + x ≥ 0

• ÅðåéäÞ |x| ≥ x ðñïêýð�åéü�é|x| − x ≥ 0 ïðü�å

Â = 7 · 2x + (|x| + x)− (|x| − x) = 7 · 2x + 2x
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¢

óêçóç 2.3.5 Íá áðëïðïéçèïýí ïé ðáñáó�Üóåéò:

A = |x− 1| + |x− 3| üðïõ 1 < x < 3 êáé

B = |á− â| + |2ã− 2â| − |â + ã− 2á| +
∣

∣

∣

∣

á− á + â

2

∣

∣

∣

∣

üðïõ á < â < ã

Ë

ý

óç 2.3.5 Åßíáé ãéá �çí Á

• x > 1⇔ x− 1 > 0⇔ |x− 1| = x− 1 êáé

• x < 3⇔ x− 3 < 0⇔ |x− 3| = 3− x ïðü�å

Á = (x− 1) + (3− x) = 2

�éá �çí Â Ý÷ïõìå :

• á < â⇔ á− â < 0⇔ |á− â| = −á + â
• ã > â⇔ ã− â > 0⇔ 2ã− 2â > 0⇔ |2ã− 2â| = 2ã− 2â

•
{

â > á

ã > á

⇔ â + ã > 2á⇔ â + ã− 2á > 0⇔ |â + ã− 2á| = â + ã− 2á

• á <

á + â

2

⇔ á− á + â

2

< 0⇔
∣

∣

∣

∣

á− á + â

2

∣

∣

∣

∣

=

á + â

2

− á

Â = (−á + â) + (2ã− 2â)− (â + ã− 2á) +

(

á + â

2

− á

)

= −á + â + 2ã− 2â− â− ã + 2á +

á + â

2

− á =

á

2

− 3â

2

+ ã

¢

óêçóç 2.3.6 Íá áðëïðïéçèïýí ïé ðáñáó�Üóåéò:

A = 2 + x− |x− 1| üðïõ x ∈ R êáé

B = 2x− |x− 2| + |x + 1| üðïõ x ∈ R

Ë

ý

óç 2.3.6 �éá �çí Á, åîå�Üæïõìå ðïõ ìçäåíßæå�áé �ï áðüëõ�ï êáé äéáêñßíïõìå ðåñé-

ð�þóåéò. ¸�óé Ý÷ïõìå :

• x ≥ 1⇔ x− 1 ≥ 0⇔ |x− 1| = x− 1 êáé

• x < 1⇔ x− 1 < 0⇔ |x− 1| = 1− x ïðü�å

Á =

{

2 + x− (x− 1) x ≥ 1

2 + x− (1− x) x < 1

=

{

3 x ≥ 1

2x + 1 x < 1

�áñüìïéá ãéá �çí Â, âñßóêïõìå ðïõ ìçäåíßæïí�áé �á áðüëõ�á êáé ö�éÜ÷íïõìå Ýíá ðßíáêá

ðñïóÞìùí :

x

-1 2

x+1

-

0

+ + +

x-2

- - -

0

+

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò



"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ" 51

¸�óé Ý÷ïõìå :

B =







2x− (2− x) + (−x− 1) x < −1
2x− (2− x) + (x + 1) − 1 ≤ x < 2

2x− (x− 2) + (x + 1) x ≥ 2

=







2x− 3 x < −1
4x− 1 − 1 ≤ x < 2

2x + 3 x ≥ 2

¢

óêçóç 2.3.7 Íá áðëïðïéçèåß ç ðáñÜó�áóç:

A =

∣

∣

∣

∣

x

4 − 8x

x− 2

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

x

7

+ x

5

x

5

+ x

3

∣

∣

∣

∣

üðïõ x > 0 êáé x 6= 2

Ë

ý

óç 2.3.7 Åîå�Üæïõìå êÜèå üñï îå÷ùñéó�Ü, Ý÷ïõìå :

•
∣

∣

∣

∣

x

4 − 8x

x− 2

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

x(x

3 − 8)

x− 2

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

x(x− 2)(x

2

+ 2x + 4)

x− 2

∣

∣

∣

∣

= |x| · |x2 + 2x + 4| = x(x2 + 2x + 4)

•
∣

∣

∣

∣

x

7

+ x

5

x

5

+ x

3

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

÷

5

(x

2

+ 1)

x

3

(x

2

+ 1)

∣

∣

∣

∣

= |x2| = x2

ïðü�å

Á = x(x

2

+ 2x + 4) + x

2

= x

3

+ 3x

2

+ 4x üðïõ x > 0 êáé x 6= 2

¢

óêçóç 2.3.8 Íá áðïäåßîå�å ü�é :

|á− â| ≤ |á− 5| + |â− 5|

Ë

ý

óç 2.3.8 ×ñçóéìïðïéïýìå �çí éäéü�ç�á |x− y| ≤ |x| + |y| :

|á− â| = |(á− 5)− (â− 5)| ≤ |á− 5| + |â− 5|

¢

óêçóç 2.3.9 Íá áðïäåßîå�å ü�é :

|á− 3â|2 + |3á + â|2 = 10(|á|2 + |â|2)

Ë

ý

óç 2.3.9 Åßíáé :

|á− 3â|2 + |3á + â|2 = (á− 3â)

2

+ (3á + â)

2

= á

2 − 6áâ + 9â

2

+ 9á

2

+ 6áâ + â

2

= 10á

2

+ 10â

2

= 10|á|2 + 10|â|2 = 10(|á|2 + |â|2)

¢

óêçóç 2.3.10 Áí â 6= 0 êáé |á + |â|| = |á| + |â| íá áðïäåßîå�å ü�é á ≥ 0.
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Ë

ý

óç 2.3.10 Õøþíïí�áò êáé �á äýï ìÝëç ó�ï �å�ñÜãùíï, Ý÷ïõìå :

á

2

+ 2á|â| + |â|2 = |á|2 + 2|á||â| + |â|2 ⇔
2á|â| = 2|á||â| ⇔ á = |á| ⇔ á ≥ 0

¢

óêçóç 2.3.11 Áí á 6= 0 íá áðïäåßîå�å ü�é

∣

∣

∣

∣

á +

1

á

∣

∣

∣

∣

≥ 2

Ë

ý

óç 2.3.11 Õøþíïí�áò êáé �á äýï ìÝëç ó�ï �å�ñÜãùíï, Ý÷ïõìå :

∣

∣

∣

∣

á +

1

á

∣

∣

∣

∣

2

≥ 2

2 ⇔
(

á +

1

á

)

2

≥ 4

á

2

+ 2

1

á

á +

1

á

2

≥ 4⇔ á

2 − 2 +

1

á

2

≥ 0

⇔
(

á− 1

á

)

2

≥ 0 ðïõ éó÷ýåé

¢

óêçóç 2.3.12 Áí d(á�2â) > d(2á�â) íá äåßîå�å ü�é |á| < |â|.
Ë

ý

óç 2.3.12 Åßíáé

d(á�2â) > d(2á�â)⇔ |á− 2â| > |2á− â| ⇔
|á− 2â|2 > |2á− â|2 ⇔ (á− 2â)

2

> (2á− â)

2 ⇔
á

2 − 4áâ + 4â

2

> 4á

2 − 4áâ + â

2 ⇔ 3â

2

> 3á

2 ⇔
|â|2 > |á|2 ⇔ |â| > |á|

¢

óêçóç 2.3.13 Íá áðïäåßîå�å ü�é

|áâ| − áâ ≥ á|â| − |á|â

Ë

ý

óç 2.3.13 Ìå åõèåßá áðüäåéîç :

|áâ| − áâ ≥ á|â| − |á|â⇔ |á| · |â| − áâ− á|â| + |á|â ≥ 0⇔
|â|(|á| − á) + â(|á| − á) ≥ 0⇔ (|á| − á)(|â| + â) ≥ 0 ðïõ éó÷ýåé äéü�é

{

|á| ≥ á⇔ |á| − á ≥ 0

|â| ≥ −â⇔ |â| + â ≥ 0
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2.3 Áðüëõ�ç ÔéìÞ �ñáãìá�éêþí Áñéèìþí

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 2.3.14 Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ùí áðïëý�ùí

á) | − 2| â) | − 3| + | − 1| ã) |
√

2− 1| ä) |
√

2− 2|

å) |ð− 3| ó�) |ð− 3| |ð− 4| æ) |2
√

3− 4| ç)

∣

∣

∣

∣

ð

2

− 2

∣

∣

∣

∣

è)

∣

∣

(−1)1001
∣

∣

é)

∣

∣

2− |1−
√

2|
∣

∣

ê)

∣

∣

∣

∣

1

3

− 1

2

∣

∣

∣

∣

¢

óêçóç 2.3.15 Íá ãñÜøå�å �éò ðáñáêÜ�ù ðáñáó�Üóåéò ÷ùñßò �ï óýìâïëï �çò áðüëõ�çò

�éìÞò.

1) |x2 + 1| 2) | − x

2

+ 4x− 4|

3)

∣

∣|x2 + 1| + 12
∣

∣

4) |x2 − 6x + 9|

5) | − x

2 − 3| 6)

∣

∣ |1− 2| − 3

∣

∣

¢

óêçóç 2.3.16 Íá áðëïðïéçèïýí ïé ðáñáó�Üóåéò:

1) |9x2 − 6x + 1| 2) |x6 + 6x3 + 17|

3) | − x

4 − x

2 − 5| 4) | − x

2

+ 2x− 7|

¢

óêçóç 2.3.17 Áí x < 2 íá áðëïðïéçèïýí ïé ðáñáó�Üóåéò:

1) x + |x− 2| 2) 3x− |x− 2| + |3− x|

3) |x− 2| + |2x− 4| − |x− 3| 4) |4− 2x| |6− 3x|

¢

óêçóç 2.3.18 Áí 0 ≤ x ≤ 1 íá áðëïðïéçèïýí ïé ðáñáó�Üóåéò:
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1) − 2x + |x− 1| 2) x− |x− 1| + |1− x|

3) |x− 1| + |2− 2x| − |x2 − 1| + |2x− 6| 4) |x2 − x| + |2x2 − 5| − |x3 − 4|

¢

óêçóç 2.3.19 Áí x > 5 íá áðëïðïéçèïýí ïé ðáñáó�Üóåéò:

1) 2x + |x− 5| 2) x− |x− 5| + |5− x|

3) |x− 5| + |x− 4| − |x− 3| + |2x− 4|
4) |x2 − 25| + |x2 − 5x| − |2x− 3|

¢

óêçóç 2.3.20 Áí á < 2 < â íá áðëïðïéçèïýí ïé ðáñáó�Üóåéò:

1) á + |á− 1| + |â− 2| 2) |2− á| + |2− â| − |á− 3|

3) |â− 1| + |â| − |â2 − 4| + |á + 2− 2â| 4)

∣

∣

∣

∣

á− â + 2

2

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

â− á + 2

2

∣

∣

∣

∣

− |2â− 4|

¢

óêçóç 2.3.21 Íá áðëïðïéçèïýí, áðü �á áðüëõ�á, ïé ðáñáó�Üóåéò :

1) |x2 − 6x + 9| 2) | − x2 + 8x− 16|

3) |(x− 2)(x + 2) + 6| 4)

|x|3 + 2x2
|x| + 2

5)

|x|3 + 5x2
2|x| + 10 6) |x2 − 4x + 4|

¢

óêçóç 2.3.22 Áí −2 < x < 3 íá áðëïðïéçèïýí ïé ðáñáó�Üóåéò :

A = |x + 2| + |9− 3x| B =

∣

∣ |x + 2| − 5− |2x− 6|
∣

∣

¢

óêçóç 2.3.23 Íá áðëïðïéçèïýí, áðü �á áðüëõ�á, ïé ðáñáó�Üóåéò :

1)

x

2

+ 3|x|
|x| + 3 2)

x

2 − 6|x| + 5
|x| − 1

3)

x

2

+ 6|x| + 9
|x| + 3 4)

x

2 − 4
|x| + 2
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5) |x2 − 2x + 1| −
∣

∣

x

2 − x + |x|
∣

∣

6) |x2 + 4x + 4| −
∣

∣

x

2

+ x + |x|
∣

∣

¢

óêçóç 2.3.24 Áöïý åêöñÜóå�å �éò ðáñáêÜ�ù ðáñáó�Üóåéò ìå áðüëõ�á, ó�ç óõíÝ÷åéá

íá �á áðáëåßøå�å :

A = x− 1 + d(x�2) B = x + d(x� − 2) + d(x− 1� 2)

¢

óêçóç 2.3.25 Áí éó÷ýåé ü�é

∣

∣

∣

∣

á + 4

á + 2

∣

∣

∣

∣

= 2

íá äåßîå�å ü�é |á| = 2.

¢

óêçóç 2.3.26 Áí éó÷ýåé ü�é

∣

∣

∣

∣

2á + 3â

3á + 2â

∣

∣

∣

∣

< 1

íá äåßîå�å ü�é |á| > |â|.

¢

óêçóç 2.3.27 Áí éó÷ýåé |x| ≤ 1 êáé |y| ≤ 3 íá áðïäåßîå�å ü�é

á) |4x− 5y| ≤ 19 êáé â) |3x− 2y + 7| < 2000

¢

óêçóç 2.3.28 Áí éó÷ýåé ü�é |x| < 1 êáé |y| < 1 íá áðïäåßîå�å ü�é

∣

∣

∣

∣

x + y

1 + xy

∣

∣

∣

∣

< 1

¢

óêçóç 2.3.29 Íá áðïäåßîå�å ü�é

∣

∣

∣

∣

x

1 + |x|

∣

∣

∣

∣

+

1

1 + |x| = 2

¢

óêçóç 2.3.30 Äåéîå�å ü�é ãéá êÜèå ðñáãìá�éêü áñéèìü x éó÷ýåé :

∣

∣

∣

∣

x +

1

x

∣

∣

∣

∣

= |x| + 1

|x|
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¢

óêçóç 2.3.31 Íá áðëïðïéçèåß ç ðáñÜó�áóç

Á =

|á− 1|
|1− á| −

| − â− 1|
|â + 1| +

á− â

â− á

¢

óêçóç 2.3.32 Áí −1 < á < 1 íá áðïäåßîå�å ü�é :

∣

∣

2− |á− 1|
∣

∣

= á + 1

¢

óêçóç 2.3.33 Ná áðïäåßîå�å ü�é :

∣

∣

∣

∣

x

1 + x

2

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2

¢

óêçóç 2.3.34 Áí |á| > |â| íá áðïäåßîå�å ü�é :

|á|
|á| − |â| −

|â|
|á| − |â| = 1
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2.4 Ñßæåò �ñáãìá�éêþí Áñéèìþí

ÏÑÉÓÌÏÓ H �å�ñáãùíéêÞ ñßæá åíüò ìç áñíç�éêïý áñéèìïý á óõìâïëßæå�áé ìå

√
á êáé

åßíáé ï ìç áñíç�éêüò áñéèìüò ðïõ, ü�áí õøùèåß ó�ï �å�ñÜãùíï, äßíåé �ïí á.

ÄçëáäÞ, áí á > 0, ç

√
á ðáñéó�Üíåé �ç ìç áñíç�éêÞ ëýóç �çò åîßóùóçò x

2

= á.

Éäéü�ç�åò �å�ñáãùíéêÞò ñßæáò �éá �éò �å�ñáãùíéêÝò ñßæåò éó÷ýïõí ïé êÜ�ùèé éäéü�ç�åò :

√

á

2

= |á|
√
á ·

√

â =

√

áâ

√
á

√

â

=

√

á

â

ÏÑÉÓÌÏÓ H í-ïó�Þ ñßæá åíüò ìç áñíç�éêïý áñéèìïý á óõìâïëßæå�áé ìå

í

√
á êáé åßíáé ï

ìç áñíç�éêüò áñéèìüò ðïõ, ü�áí õøùèåß ó�çí í, äßíåé �ïí á.

ÄçëáäÞ, áí á > 0, ç

í

√
á ðáñéó�Üíåé �ç ìç áñíç�éêÞ ëýóç �çò åîßóùóçò x

í

= á.

Éäéü�ç�åò í-ïó�Þò ñßæáò �éá �éò í-ïó�Ýò ñßæåò éó÷ýïõí ïé êÜ�ùèé éäéü�ç�åò :

Áí á ≥ 0� �ü�å : (

í

√
á)

í

= á êáé

í

√
á = á

Áí á ≤ 0 êáé í Üñ�éïò �ü�å :

í

√
á = |á|

Áí á�â ≥ 0� �ü�å :

í

√
á

í

√

â =

í

√

áâ

í

√
á

í

√

â

=

í

√

á

â

ì

√

í

√
á =

ìí

√
á

íñ

√
á

ìñ

=

í

√
á

ì

ÄõíÜìåéò ìå ñç�ü åêèÝ�ç Ï ïñéóìüò �ùí äõíÜìåùí ìå ñç�ü åêèÝ�ç ãßíå�áé ìå �Ý�ïéï

�ñüðï þó�å íá äéá�çñïýí�áé ïé ãíùó�Ýò ìáò éäéü�ç�åò �ùí äõíÜìåùí ìå áêÝñáéï åêèÝ�ç.

ÏÑÉÓÌÏÓ Áí á > 0, ì áêÝñáéïò êáé í èå�éêüò áêÝñáéïò, �ü�å ïñßæïõìå:

á

ì

í

=

í

√
á

ì

ÅðéðëÝïí, áí ì�í èå�éêïß áêÝñáéïé, �ü�å ïñßæïõìå

0

ì

í

= 0
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2.4 Ñßæåò �ñáãìá�éêþí Áñéèìþí

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Áí á ≥ 0 êáé â ≥ 0 �ü�å

√

á + â =

√
á +

√

â. . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2

√
á

2

= á ãéá êÜèå á ∈ R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

3 á + â =

√
á +

√

â + 2

√
á

√

â . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2.4 Ñßæåò �ñáãìá�éêþí Áñéèìþí

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 2.4.1 Íá âñåèïýí ïé ñßæåò :

á)

3

√

216� â)

4

√

625� ã)

3

√

125

512

� ä)

√

0�0009� å)

3

√

64x

6

y

9

125

�

Ë

ý

óç 2.4.1 Åßíáé :

á)

3

√

216 =

3

√

6

3

= 6 â)

4

√

625 =

4

√

5

4

= 5 ã)

3

√

125

512

=

3

√
(
5

8

)
3

=

5

8

ä)

√

0�0009

√
(

3

100

)
2

=

3

100

= 0�03 å)

3

√

64x

6

y

9

125

=

4x

2

y

3

5

¢

óêçóç 2.4.2 Íá âñåèïýí ãéá x ∈ R ïé �éìÝò �ùí :

á) Á =

√
x

2

x

â) Â =

√

(x− 1)

2

+

√

(3− x)

2

Ë

ý

óç 2.4.2 Åßíáé :

Á =

|x|
x

ïðü�å Á =

{

1� x > 0

−1� x < 0

�éá �çí â) åîå�Üæù �çí �éìÞ �çò Â = |x − 1| + |x − 3| óå êÜèå Ýíá áðü �á äéáó�Þìá�á ðïõ

ïñßæïí�áé áðü �á óçìåßá 1�3.
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x ≤ 1 �ü�å x− 1 ≤ 0 êáé x− 3 < 0 ïðü�å |x− 1| = 1− x êáé |x− 3| = 3− x

1 < x ≤ 3 �ü�å x− 1 > 0 êáé x− 3 ≤ 0 ïðü�å |x− 1| = x− 1 êáé |x− 3| = 3− x

3 < x �ü�å x− 1 > 0 êáé x− 3 > 0 ïðü�å |x− 1| = x− 1 êáé |x− 3| = x− 3

¢ñá B =







(1− x) + (3− x) = 4− 2x ãéá x ≤ 1

(x− 1) + (3− x) = 2 ãéá 1 < x ≤ 3

(x− 1) + (x− 3) = 2x− 4 ãéá 3 < x

¢

óêçóç 2.4.3 Íá áðëïðïéçèïýí �á ñéæéêÜ :

á)

√

36x

4

+ 12x

2

+ 1 â)

√

x

4

4

+

3x

2

5

+

9

25

ã)

√

x

4

25y

2

+ 1 +

25y

2

4x

4

Ë

ý

óç 2.4.3 Åßíáé :

á)

√

36x

4

+ 12x

2

+ 1 =

√

(6x

2

+ 1)

2

= 6x

2

+ 1

â)

√

x

4

4

+

3x

2

5

+

9

25

=

√

(

x

2

2

+

3

5

)

2

=

x

2

2

+

3

5

ã)

√

x

4

25y

2

+ 1 +

25y

2

4x

4

=

√

(

x

2

5y

+

5y

2x

2

)

2

=

∣

∣

∣

∣

x

2

5y

+

5y

2x

2

∣

∣

∣

∣

¢

óêçóç 2.4.4 Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò :

á)

√

x + 3 =

√

2x− 1 â)

√

x− 2 =

√

2x + 3

ã) 4−
√

x− 2 = 0 ä)

√

−3x + 5 =
√

x− 7

Ë

ý

óç 2.4.4

á) Èá ðñÝðåé x + 3 ≥ 0 êáé 2x− 1 ≥ 0 äçëáäÞ x ≥ 0, �ü�å

√

x + 3 =

√

2x− 1⇔ x + 3 = 2x− 1⇔ x = 4 ëýóç ðáñáäåê�Þ

â) Èá ðñÝðåé x− 2 ≥ 0 êáé 2x + 3 ≥ 0 äçëáäÞ x ≥ 2, �ü�å

√

x− 2 =

√

2x + 3⇔ x− 2 = 2x + 3⇔ x = −5 ëýóç ìç áðïäåê�Þ

ã) Èá ðñÝðåé x− 2 ≥ 0 äçëáäÞ x ≥ 2, �ü�å

4−
√

x− 2 = 0⇔ 16 = x− 2⇔ x = 18 ëýóç ðáñáäåê�Þ

ä) Èá ðñÝðåé −3x + 5 ≥ 0 êáé x− 7 ≥ 0 äçëáäÞ x ≤ 5

3

êáé x ≥ 7. Áäýíá�ïí.
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¢

óêçóç 2.4.5 Íá áðëïðïéçèïýí �á ñéæéêÜ :

á)

√

4

√

16 â)

9

√

(

√

5−
√

3)

3

ã)

8

√

(

√

5− 2)4

Ë

ý

óç 2.4.5 ¸÷ïõìå :

á)

√

4

√

16 =

√

4

√

2

4

==

√

2

â)

9

√

(

√

5−
√

3)

3

=

3

√
√

5−
√

3

ã)

8

√

(

√

5− 2)4 =
√

√

5− 2

¢

óêçóç 2.4.6 Íá âñåèïýí �á åîáãüìåíá :

á)

√

19600 â)

3

√

27 · 64 · 343 ã)

5

√

32 · 243 · 3125

Ë

ý

óç 2.4.6 Èá åßíáé :

á)

√

19600 =

√

4 · 49 · 100 =
√

4 ·
√

49 ·
√

100· = 2 · 7 · 10 = 140

â)

3

√

27 · 64 · 343 = 3

√

27 · 3

√

64 · 3

√

343 =

3

√

3

3 · 3

√

4

3 · 3

√

7

3

= 3 · 4 · 7 = 84

ã)

5

√

32 · 243 · 3125 = 5

√

32 · 5

√

243 · 5

√

3125 =

5

√

2

5 · 5

√

3

5 · 5

√

5

5

= 2 · 3 · 5 = 30

¢

óêçóç 2.4.7 Íá áðëïðïéçèïýí �á ñéæéêÜ :

á)

4

√

16á

4

â

8

â)

√

108x

5

y

6

ã)

√

3

4

√

3

5

√

3 ä)

3

√
√

á

4

√

â

2

Ë

ý

óç 2.4.7 ¸÷ïõìå :

á)

4

√

16á

4

â

8

=

4

√

(2áâ

2

)

4

= 2|á|â2

â)

√

108x

5

y

6

=

√

2

2

3

3

x

5

y

6

= 2 · 3x2|y3|
√

3x = 6x

2|y|3
√

3x

ã)

√

3

4

√

3

5

√

3 =

√

4

√

3

5

5

√

3 =

√

4

√

5

√

3

26

=

40

√

3

26

=

20

√

3

13

ä)

3

√
√

á

4

√

â

2

=

3

√
√

4

√

á

4

â

2

=

24

√

á

4

â

2

=

12

√

á

2|â|

¢

óêçóç 2.4.8 Íá âñåèïýí �á ãéíüìåíá :

á)

5

√

á

2 · 15

√

á

4

â)

12

√

á

7 · 20

√

á

3 · 15

√

á

2

ã)

√

2 · 3

√

3 · 5

√

1

6
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Ë

ý

óç 2.4.8 Åßíáé :

á)

5

√

á

2 · 15

√

á

4

=

15

√

á

6 · 15

√

á

4

=

15

√

á

10

=

3

√

á

2

â)

12

√

á

7 · 20

√

á

3 · 15

√

á

2

=

60

√

á

35

á

9

á

8

=

60

√

á

52

=

15

√

á

13

ã)

√

2 · 3

√

3 · 5

√

1

6

=

30

√

2

15

3

10

1

6

6

=

30

√

2

15

3

10

2

6

3

6

=

30

√

2

9

3

4

¢

óêçóç 2.4.9 Íá âñåèïýí �á ðçëßêá :

á)

12

√
á

5

4

√
á

â)

9

√
á

8

6

√
á

5

ã)

15

√
3

10

10

√
3

3

Ë

ý

óç 2.4.9 Èá åßíáé :

á)

12

√
á

5

4

√
á

=

12

√
á

5

12

√
á

3

=

12

√

á

5−3
=

6

√
á

â)

9

√
á

8

6

√
á

5

=

18

√

á

16

á

15

=

18

√
á

ã)

15

√
3

10

10

√
3

3

30

√

3

20

3

9

=

30

√

3

11

¢

óêçóç 2.4.10 Íá âñåèïýí �á áèñïßóìá�á :

á)

√

8 +

√

32−
√

18 â) − 3

√

16 +

3

√

375− 3

√

54

ã) 3

√

32− 2
√

50 ä) 8

√

20 + 3

√

80− 2
√

500

Ë

ý

óç 2.4.10 Åßíáé :

á)

√

8 +

√

32−
√

18 =

√

2

2

2 +

√

2

4

2−
√

3

2

2 = 2

√

2 + 2

2

√

2− 3
√

2 = 3

√

2

â) − 3

√

16 +

3

√

375− 3

√

54 = − 3

√

2

3

2 +

3

√

5

3

5− 3

√

3

3

2 = −2 3

√

2 + 5

3

√

5− 3 3

√

2 = −5 3

√

2 + 5

3

√

5

ã) 3

√

32− 2
√

50 = 12

√

2− 10
√

2 = 2

√

2

ä) 8

√

20 + 3

√

80− 2
√

500 = 8

√

2

2

5 + 3

√

2

4

5− 2
√

10

2

5 = (16 + 12− 20)
√

5 = 8

√

5

¢

óêçóç 2.4.11 Íá áðëïðïéçèïýí �á ñéæéêÜ :

á)

√

5− 2
√

6 â)

√

9− 4
√

5 ã)

√

54 + 14

√

5

Ë

ý

óç 2.4.11 Åßíáé :
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á)

√

5− 2
√

6 =

√

3 + 2− 2
√

3

√

2 =

√

(

√

3−
√

2)

2

= |
√

3−
√

2| =
√

3−
√

2

â)

√

9− 4
√

5 =

√

5 + 4− 2 · 2
√

5 =

√

(

√

5− 2)2 = |
√

5− 2| =
√

5− 2

ã)

√

54 + 14

√

5 =

√

49 + 5 + 2 · 7
√

5 =

√

(7 +

√

5)

2

= |7 +
√

5| = 7 +
√

5

¢

óêçóç 2.4.12 Íá ìå�áó÷çìá�éó�ïýí �á ðáñáêÜ�ù êëÜóìá�á óå éóïäýíáìá ìå ñç�ü

ðáñáíïìáó�Þ

á)

1

3

√
5

â)

√
3− 1√
3 + 1

ã)

x−
√
x

2

+ 1

x +

√
x

2

+ 1

ä)

1√
2 +

√
3 +

√
5

Ë

ý

óç 2.4.12 ¸÷ïõìå :

á)

1

3

√
5

=

3

√
5

3

√
5

3

√
5

2

=

3

√
5

2

5

â)

√
3− 1√
3 + 1

=

(

√
3− 1)(

√
3− 1)

(

√
3 + 1)(

√
3− 1)

=

(

√
3− 1)2

(

√
3)

2 − 12
=

3 + 1− 2
√
3

3− 1 = 2−
√

3

ã)

x−
√
x

2

+ 1

x +

√
x

2

+ 1

=

(x−
√
x

2

+ 1)

2

(x +

√
x

2

+ 1)(x−
√
x

2

+ 1)

=

x

2

+ x

2

+ 1− 2x
√
x

2

+ 1

x

2 − x2 − 1 =

= −2x2 + 2x
√

x

2

+ 1− 1

ä)

1√
2 +

√
3 +

√
5

=

√
2 +

√
3−
√
5

(

√
2 +

√
3 +

√
5)(

√
2 +

√
3−
√
5)

=

√
2 +

√
3−
√
5

(

√
2 +

√
3)

2 − (
√
5)

2

=

√
2 +

√
3−
√
5

5 + 2

√
6− 5

=

(

√
2 +

√
3−
√
5)

√
6

2

√
6

√
6

=

(

√
2 +

√
3−
√
5)

√
6

12
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2.4 Ñßæåò �ñáãìá�éêþí Áñéèìþí

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 2.4.13 Íá óõãêñßíå�å �ïõò ðáñáêÜ�ù áñéèìïýò:

á)

(

√

11−
√

7

)

êáé

(

√

7−
√

3

)

â)

3

√

6 êáé

√

3

¢

óêçóç 2.4.14 Íá ìå�á�ñáðïýí ïé ðáñáêÜ�ù ðáñáó�Üóåéò óå Üëëåò ìå ñç�ü ðáñïíï-

ìáó�Þ

5√
10

�

3

2

√
3

�

x√
x

�

2x

2

+ 3√
4x

2

+ 6

�

¢

óêçóç 2.4.15 Íá ìå�á�ñáðïýí ïé ðáñáêÜ�ù ðáñáó�Üóåéò óå Üëëåò ìå ñç�ü ðáñïíï-

ìáó�Þ

3√
7− 2

�

2√
x + 1−

√

x− 1
�

3x

2−
√
x

2

+ 4

�

x√
x

2

+ 2x− x

¢

óêçóç 2.4.16 Íá áðëïðïéçèïýí �á áèñïßóìá�á :

á)

1√
8 +

√
3

+

1√
8−
√
3

â) (2−
√

3)

−3
+ (2 +

√

3)

−3

¢

óêçóç 2.4.17 Íá âñåèåß ç äéáöïñÜ :

√

4 + 2

√

3−
√

4− 2
√

3

¢

óêçóç 2.4.18 Íá áðëïðïéÞóå�å �éò ðáñáêÜ�ù ðáñáó�Üóåéò

A =

√

x

2 − 6x + 9−
√

x

2 − 2x + 1 áí 1 < x < 3

B =

√

4x

2 − 12x + 9 +
√

1 + 2x + x

2

áí − 1 < x < 3

2
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¢

óêçóç 2.4.19 Íá åê�åëÝóå�å �éò ðáñáêÜ�ù ðñÜîåéò, åíïðïéþí�áò óå ìéá ñßæá êÜèå

ðáñÜó�áóç:

A =

5

√

á

2

4

√

á

3

√

á üðïõ á > 0

B =

4

√

á

3

3

√

á

6

√

á

5

üðïõ á > 0

� =

√

á

3

√

á

4

√

â

3

3

√

â

4

√

á

3

5

√

â

4

üðïõ á > 0�â > 0

¢

óêçóç 2.4.20 Íá áðëïðïéÞóå�å �éò ðáñáêÜ�ù ðáñáó�Üóåéò

A =

√

7− 4
√

3−
√

4− 2
√

3 +

√

12 + 6

√

3

B =

√

6 + 4

√

2−
√

11− 6
√

2−
√

3− 2
√

2

¢

óêçóç 2.4.21 Íá ãñÜøå�å óáí ìéá ñßæá �éò ðáñáêÜ�ù ðáñáó�Üóåéò

A =

√

3

4

√

3

3

3

√

3

B =

5

√

á

√

á

3

√

á

2

� =

3

√

16

4

√

32

3

√

2

¢

óêçóç 2.4.22 Íá áðïäåßîå�å ü�é :

á)

√
10

3

√
2−
√
5

+

5

√
2

13(

√
3− 2)

=

6

√
5 + 5

√
6− 5

√
2

13

â)

√
3 +

√
2

4

√
3− 3

√
2

+

√
2 +

√
5

5

√
2− 2

√
5

=

26 +

√
6 + 12

√
10

30
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

Åîéóþóåéò

3.1 Åîéóþóåéò 1ïõ Âáèìïý

Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ìéáò ðñù�ïâÜèìéáò åîßóùóçò åßíáé ç áêüëïõèç

á · x + â = 0

Åðéëýïí�áò ùò ðñïò x Ý÷ïõìå

á · x + â = 0⇔
á · x = −â

Äéáêñßíïõìå �þñá �éò ðåñéð�þóåéò:

1. Áí á 6= 0 �ü�å ç åîßóùóç Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç �çí

x = −â
á

2. Áí á = 0 �ü�å åîå�Üæïõìå �ï â

i. Áí â 6= 0 �ü�å ç åîßóùóç éóïäõíáìåß ìå 0 · x = −â êáé åßíáé áäýíá�ç.

ié. Áí â = 0 �ü�å ç åîßóùóç éóïäõíáìåß ìå 0 · x = 0 êáé åßíáé �áõ�ü�ç�á.

Ó÷üëéï Ç áíáëõ�éêÞ äéåñåýíçóç �çò ðñù�ïâÜèìéáò åîßóùóçò ìÝóù �ùí óõí�åëåó�þí á

êáé â åßíáé ç âÜóç ãéá �çí äéåñåýíçóç ðïëõðëïêü�åñùí åîéóþóåùí üðïõ ïé óõí�åëåó�Ýò

åßíáé ìå �ç óåéñÜ �ïõò óõíáñ�Þóåéò êÜðïéáò Üëëçò ðáñáìÝ�ñïõ. �éá ðáñÜäåéãìá, èá

ìðïñïýóáìå íá äéá�õðþóïõìå �ï áêüëïõèï ðñüâëçìá :

Âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R ç åîßóùóç åßíáé áäýíá�ç.

(ë

2 − 1)x− ë + 1 = 0

Åîéóþóåéò ðïõ áíÜãïí�áé óå åîéóþóåéò 1

ïõ

âáèìïý

ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÜ ðñïâëÞìá�á åîéóþóåùí áíù�Ýñïõ �ïõ 1

ïõ

âáèìïý ðïõ �åëéêÜ á-

íÜãïí�áé ó�ç ëýóç ðñù�ïâÜèìéùí åîéóþóåùí. Áõ�Þ ç áíáãùãÞ ãßíå�áé óõíÞèùò ìå ðá-

ñáãïí�ïðïßçóç, ìéá �áîéíüìçóÞ �ïõò üìùò èá Þ�áí ìÜ�áéç.
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¸íáò Üëëïò âáèìüò ðïëõðëïêü�ç�áò åðåéóÝñ÷å�áé ü�áí ó�çí åîßóùóç åìöáíßæïí�áé

áðüëõ�åò �éìÝò. Ï ãåíéêüò êáíüíáò åßíáé "�ñïóðáèïýìå íá áðáëëáãïýìå áðü áõ�Ýò."

Äßíïõìå äýï åíäåéê�éêÜ ðáñáäåßãìá�á :

1. Åðßëõóç �çò |f(x)| = |g(x)|. Ç åðßëõóÞ �çò óõíßó�á�áé ó�çí Ýíùóç �ùí ëýóåùí �ùí

áêüëïõèùí åîéóþóåùí

|f(x)| = |g(x)| ⇔
{

f(x) = g(x)

f(x) = −g(x)

2. Åðßëõóç �çò |f(x)| = g(x). Ç åðßëõóÞ �çò óõíßó�á�áé ó�çí Ýíùóç �ùí ëýóåùí �ùí

áêüëïõèùí åîéóþóåùí

|f(x)| = g(x)⇔
{

f(x) = g(x) êáé g(x) ≥ 0

f(x) = −g(x) êáé g(x) ≥ 0

Ó÷üëéï Ìéá ãåíéêÞ ìåèïäïëïãßá ðïõ èá ìðïñïýóáìå íá áêïëïõèÞóïõìå ãéá �çí

áðáëåéöÞ áðïëý�ùí áðü ìéá åîßóùóç åßíáé ç áêüëïõèç :

1. �éá êÜèå ìßá õðïÝêöñáóç ìå áðüëõ�á ðïõ åìöáíßæå�áé ó�çí åîßóùóç âñßóêïõìå �éò

ñßæåò �çò.

2. �éá üëá �á äéáäï÷éêÜ äéáó�Þìá�á ðïõ ðñïóäéïñßæïí�áé åê �ùí ñéæþí üëùí �ùí õðï-

åêöñÜóåùí âñßóêïõìå �ï ðñüóçìï �çò õðïÝêöñáóçò êáé áðáëåßöïõìå êá�üðéí �ï

áðüëõ�ï áðü áõ�Þ.

3. Ç áñ÷éêÞ åîßóùóç ìå áðüëõ�á, ìå�áó÷çìá�ßæå�áé ìå áõ�ï �ïí �ñüðï óå Ýíá ðëÞèïò

ðåñéð�þóåùí åîéóþóåùí ÷ùñßò áðüëõ�á. Åðéëýïõìå �ü�å êÜèå ìßá îå÷ùñéó�Ü ëáì-

âÜíïí�áò õðüøç �ï äéÜó�çìá ó�ï ïðïßï âñéóêüìáó�å.

3.1 Åîéóþóåéò 1ïõ Âáèìïý

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 xy = x

2 ⇔ x = y ãéá êÜèå x�y ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 Ôï 3 åßíáé ëýóç �çò åîßóùóçò

x−1
1

+ 1 = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

3 Áí �ï 3 êáé �ï 2 åßíáé ëýóåéò �çò åîßóùóçò áx = x + â�2, �ü�å á = 3 Þ â = 2 . Ó Ë

4 Áí ç åîßóùóç á

2

x = x + á�1 åßíáé áäýíá�ç �ü�å �ï á = −1 . . . . . . . . . . Ó Ë

5 Áí ç åîßóùóç á

2

x = 4x + á�2 åßíáé áüñéó�ç �ü�å á = 2 . . . . . . . . . . . . Ó Ë
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3.1 Åîéóþóåéò 1ïõ Âáèìïý

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 3.1.1 Íá åðéëõèåß ç åîßóùóç :

(2x + 5)

2 − (3x− 4)2 = 0

Ë

ý

óç 3.1.1 Åðßëõóç :

(2x + 5)

2 − (3x− 4)2 = 0⇔ (2x + 5 + 3x− 4)(2x + 5− 3x + 4) = 0
⇔ (5x + 1)(−x + 9) = 0

⇔
{

5x + 1 = 0

−x + 9 = 0 ⇔
{

x = −1

5

x = 9

¢

óêçóç 3.1.2 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò :

á)

x− 1
3x− 6 =

x− 2
3x + 1

â)

7− 5x
1 + x

=

2− 5x
x

ã)

x− 7
x− 9 −

x− 13
x− 15 =

x− 9
x− 11 −

x− 15
x− 17

Ë

ý

óç 3.1.2 Åðßëõóç :

á)

x− 1
3x− 6 =

x− 2
3x + 1

⇔ (x− 1)(3x + 1) = (3x− 6)(x− 2)
⇔ 3x

2

+ x− 3x− 1 = 3x2 − 6x− 6x + 12
⇔ −2x− 1 = −12x + 12

⇔ 12x− 2x = 12 + 1⇔ 10x = 13⇔ x =

13

10

= 1

�

3

â)

7− 5x
1 + x

=

2− 5x
x

⇔ x(7− 5x) = (1 + x)(2− 5x)
⇔ 7x− 5x2 = 2− 5x + 2x− 5x2

⇔ 7x + 5x− 2x = 2⇔ 10x = 2⇔ x =

1

5
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�ïëëÝò öïñÝò, áí âëÝðïõìå ðïëõðëïêü�ç�á ó�éò ðñÜîåéò, èá ðñÝðåé íá êïé�Üîïõìå áí

õðÜñ÷åé êÜðïéï êñõöü ìï�ßâï.

ã)

x− 7
x− 9 −

x− 13
x− 15 =

x− 9
x− 11 −

x− 15
x− 17

⇔ x− 9 + 2
x− 9 − x− 15 + 2

x− 15 =

x− 11 + 2
x− 11 − x− 17 + 2

x− 17

⇔ 1 +

2

x− 9 − 1−
2

x− 15 = 1 +

2

x− 11 − 1−
2

x− 17

⇔ 2

x− 9 −
2

x− 15 =

2

x− 11 −
2

x− 17

⇔ 2x− 30− 2x + 18
(x− 9)(x− 15) =

2x− 34− 2x + 22
(x− 11)(x− 17)

⇔ −12
(x− 9)(x− 15) =

−12
(x− 11)(x− 17)

⇔ (x− 9)(x− 15) = (x− 11)(x− 17)
⇔ x

2 − 15x− 9x = +135 = x

2 − 17x− 11x + 187
⇔ −24x + 135 = −28x + 187⇔ 4x = 52⇔ x = 13

¢

óêçóç 3.1.3 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò ùò ðñïò x:

á) á

2

(x− á) + â2(x− â) = áâx� áí á

2 − áâ + â2 6= 0

â) á

2

(á− x)− â2(x + â) = áâx� áí á

2

+ áâ + â

2 6= 0

ã)

1

á

− 1

x

=

1

x

− 1

â

� áí á� â� á + â 6= 0

Ë

ý

óç 3.1.3 Åðßëõóç :

á) á

2

(x− á) + â2(x− â) = áâx

⇔ á

2

x− á3 + â2x− â3 = áâx

⇔ x(á

2

+ â

2 − áâ) = á

3

+ â

3

⇔ x(á

2

+ â

2 − áâ) = (á + â)(á

2 − áâ + â2)
⇔ x = á + â

â) á

2

(á− x)− â2(x + â) = áâx

⇔ á

3 − á2x− â2x− â3 = áâx

⇔ á

3 − â3 = (á

2

+ â

2

+ áâ)x

⇔ (á− â)(á2 + áâ + â2) = (á

2

+ â

2

+ áâ)x

⇔ x = á− â
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ã)

1

á

− 1

x

=

1

x

− 1

â

⇔ 1

á

+

1

â

=

2

x

⇔ â + á

áâ

=

2

x

⇔ x

2

=

áâ

á + â

⇔ x =

2áâ

á + â

¢

óêçóç 3.1.4 Íá äéåñåõíÞóå�å �éò ñßæåò �ùí ðáñáêÜ�ù åîéóþóåùí ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò

�ïõ ðñáãìá�éêïý ë.

1) ë(1− x)− 2x = 3ë

2) ë

2

x− 2ë = 4ë + x + 6

Ë

ý

óç 3.1.4 ÖÝñíïõìå �éò åîéóþóåéò ó�ç ìïñöÞ áx + â = 0. Åßíáé ãéá �çí 1) :

ë(1− x)− 2x = 3ë⇔
ë− ëx− 2x = 3ë⇔
(−ë− 2)x = 2ë

Äéáêñßíïõìå �éò ðåñéð�þóåéò :

• ë 6= −2, �ü�å ç åîßóùóç 1) Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç �ç

x =

2ë

−ë− 2

• ë = −2, �ü�å ç åîßóùóç 1) ðáßñíåé �ç ìïñöÞ 0x = −4, ç ïðïßá åßíáé áäýíá�ç.

�éá �çí 2

ç

Ý÷ïõìå ðáñüìïéá :

ë

2

x− 2ë = 4ë + x + 6⇔
ë

2

x− x = 2ë + 4ë + 6⇔
(ë

2 − 1)x = 6ë + 6

Ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x åßíáé ë

2 − 1 = (ë + 1)(ë− 1), ïðü�å äéáêñßíïõìå �éò ðåñéð�þóåéò :

• ë

2 − 1 6= 0⇔ ë 6= 1 êáé ë 6= −1, �ü�å ç åîßóùóç 2) Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç �ç

x =

6(ë + 1)

(ë + 1)(ë− 1)

=

6

ë− 1
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• ë = 1, �ü�å ç åîßóùóç 2) ðáßñíåé �ç ìïñöÞ 0x = 12, ç ïðïßá åßíáé áäýíá�ç.

• ë = −1, �ü�å ç åîßóùóç 2) ðáßñíåé �ç ìïñöÞ 0x = 0, ç ïðïßá åßíáé áüñéó�ç.

¢

óêçóç 3.1.5 Íá âñåèïýí ïé �éìÝò �ïõ ë ãéá �éò ïðïßåò ç åîßóùóç

ë

2

x− ë

2

= 9x− 6ë + 9

åßíáé 1) áäýíá�ç, 2) Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç.

Ë

ý

óç 3.1.5 ÖÝñíïõìå �çí åîßóùóç ó�ç ìïñöÞ áx = −â.

ë

2

x− ë

2

= 9x− 6ë + 9⇔
ë

2

x− 9x = ë

2 − 6ë + 9⇔
(ë

2 − 9)x = (ë− 3)

2

1. H áx = −â åßíáé áäýíá�ç ü�áí á = 0 êáé â 6= 0. ÄçëáäÞ èá ðñÝðåé

{

á = 0

â 6= 0 ⇔
{

ë

2 − 9 = 0

(ë− 3)

2 6= 0 ⇔
{

ë = 3 Þ ë = −3
ë 6= 3 ⇔ ë = −3

2. H áx = −â Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç ü�áí á 6= 0. ÄçëáäÞ ü�áí ë

2 − 9 6= 0 Þ ë 6= 3 êáé ë 6= −3.
Ç áñ÷éêÞ åîßóùóç Ý÷åé �ü�å ìïíáäéêÞ ëýóç �ç

x =

(ë− 3)

2

(ë

2 − 9)

=

(ë− 3)

2

(ë− 3)(ë + 3)

=

ë− 3

ë + 3

¢

óêçóç 3.1.6 Íá ëõèåß ç åîßóùóç :

ë(ë− x)− 3x = 5(ë− x)− 6

Ë

ý

óç 3.1.6 Åðßëõóç :

ë(ë− x)− 3x = 5(ë− x)− 6⇔ ë

2 − ëx− 3x = 5ë− 5x− 6

⇔ −ëx− 3x + 5x = 5ë− 6 +−ë2

⇔ (2− ë)x = −ë2 + 5ë− 6

⇔ (ë− 2)x = (ë− 2)(ë− 3)

á) ë− 2 6= 0 Ôü�å ç åîßóùóç Ý÷åé ìéá ìçäåíéêÞ ëýóç �ç x = ë− 3.

â) ë−2 = 0 Ôü�å ç åîßóùóç ðáßñíåé �ç ìïñöÞ 0x = 0, äçëáäÞ áëçèåýåé ãéá êÜèå ðñáãìá-

�éêü x.

¢

óêçóç 3.1.7 Íá åðéëýóå�å �éò åîéóþóåéò:
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á) |2x− 1| + 3 = 0
â) |x− 2| = 3

Ë

ý

óç 3.1.7 Åðßëõóç :

á) |2x− 1| + 3 = 0⇔ |2x− 1| = −3 áäýíá�ç

â) |x− 2| = 3⇔
{

x− 2 = 3
x− 2 = −3 ⇔

{

x = 5

x = −1

¢

óêçóç 3.1.8 Âñåß�å �ï x áðü �éò åîéóþóåéò:

á) |2x− 3| = |x− 1|
â) |2x− 3| = |x− 2| + |2x− 4|

Ë

ý

óç 3.1.8 Åðßëõóç :

á) |2x− 3| = |x− 1| ⇔
{

2x− 3 = x− 1
2x− 3 = −x + 1 ⇔

{
x = 2

x =

4

3

â) |2x− 3| = |x− 2| + |2x− 4| ⇔ |2x− 3| = |x− 2| + 2|x− 2| ⇔ |2x− 3| = 3|x− 2|

⇔
{

2x− 3 = 3(x− 2)
2x− 3 = −3(x− 2) ⇔

{

2x− 3 = 3x− 6
2x− 3 = −3x + 6 ⇔

{
x = 3

x =

9

5

¢

óêçóç 3.1.9 Íá åðéëýóå�å �çí åîßóùóç:

−|x + 1| + | − x + 2| + |x + 3| − 4 = 0

Ë

ý

óç 3.1.9 Âñßóêïõìå ðñþ�á �éò ñßæåò �ùí õðïåêöñÜóåùí ìå áðüëõ�á

á) x + 1 = 0⇔ x = −1
â) − x + 2 = 0⇔ x = 2

ã) x + 3 = 0⇔ x = −3

Áðü �éò ñßæåò ðïõ âñÞêáìå êá�áóêåõÜæïõìå Ýíá ðßíáêá ðñïóÞìùí :

x

∞
-3

· · ·
-1

· · ·
2

∞

x+1

- - -

0

+ + +

-x+2

+ + + + +

0

-

x+3

-

0

+ + + + +
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Ïðü�å ç áñ÷éêÞ åîßóùóç ìå áðüëõ�á ìå�áó÷çìá�ßæå�áé ùò åîÞò :







−(−x− 1) + (−x + 2) + (−x− 3)− 4 = 0 x ∈ (∞�− 3)
−(−x− 1) + (−x + 2)− 4 = 0 x = −3
−(−x− 1) + (−x + 2) + (x + 3)− 4 = 0 x ∈ (−3�− 1)
(−x + 2) + (x + 3)− 4 = 0 x = −1
−(x + 1) + (−x + 2) + (x + 3)− 4 = 0 x ∈ (−1�2)
−(x + 1) + (x + 3)− 4 = 0 x = 2

−(x + 1) + (x− 2) + (x + 3)− 4 = 0 x ∈ (2�∞)

⇔







x = −4 x ∈ (∞�− 3) äåê�Þ

0x = 1 x = −3 áðïññßð�å�áé

x = −2 x ∈ (−3�− 1) äåê�Þ

0x = 1 x = −1 áðïññßð�å�áé

x = 0 x ∈ (−1�2) äåê�Þ

0x = 2 x = 2 áðïññßð�å�áé

x = 4 x ∈ (2�∞) äåê�Þ

Óõíïøßæïí�áò, ïé ëýóåéò �çò −|x + 1| + | − x + 2| + |x + 3| − 4 = 0 åßíáé ïé −4,−2,0 êáé 4.
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3.1 Åîéóþóåéò 1ïõ Âáèìïý

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 3.1.10 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò :

1) 9− 7x = −2x + 34 2) 0 = 10− 3x + 8 + 9x

3) 11x− 3− 8x− 5 = 7x 4) 3− 2(x + 1) = 7− 4(x + 2)

5) 8− 3(x + 3)− (5 + x) = −2 6) 9− (x− 4) = 11− 2(5− x)

¢

óêçóç 3.1.11 Íá åðéëýóå�å ïé åîéóþóåéò :

1) 5− (3− x)− 3(4 + x) = −(−2x) 2) (5− y)4− 2(y− 3) = y− 4− 3(y + 2)

3) 2(y + 2)− 8(y− 3) = 5(5− y)− 2(3− y) 4) 1�4(5− 4x)− 0�7(5− 6x) = 0

5) 1�2− 0�4(2− 3x) = −0�2(4x− 7) 6) 5x− 3�75(x + 1) = 8�75− 2�5(5− x)

¢

óêçóç 3.1.12 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò :

1)

2(3y + 4)

7

=

5 + y

3

2)

−3(y− 1)
8

= −y− 3
2

3) − 3− 2y− 3
4

= 1− 1− y
8

4) − y + 1

2

− 3y− 1
4

= 1

5)

2x + 3

10

− x− 2
2

= −x− 3
5

6) 2x− 3− 2x
6

= 1− 5− x
4

¢

óêçóç 3.1.13 Íá åðéëýóå�å �éò åîéóþóåéò :

1) 7− 2(x− 1) = −2(x− 2)− 5 2) 4(x− 1)− 2(x− 2) = 3− x− 3(1− x)

3) 3(x− 2)− 2(1 + 3x) = −2(x− 4)− x− 16
4) x− 1− x

2

= 2x− 2x− 7
4

5)

x

3

− x− 2
2

=

x

4

− 5x− 12
12

6)

x + 2

6

− 5− x
2

= −7− 2x
6

+

x− 3
3
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¢

óêçóç 3.1.14 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò :

1)

x + 6

21

+ 5− x− 12
3

=

x + 1

2

− 5x + 9

28

2)

3

4

(x− 1)− 5

3

(x− 4) = 8

5

(x− 6) + 5

12

3)

4x− 1
6

= −4
3

(

−1− 9x + 1

18

)

4)

3

5

(x− 4)− 2x− 9
3

= 0�25(x− 1)− 2

5)

x +

1

2

3− 1

4

=

2x + 3

6

5)

x

4

− 1

6

5

4

− 3

8

=

1− 2x

3

1− 1

4

¢

óêçóç 3.1.15 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò :

á)

2

5

(

x− 5

3

(x + 4)

)

=

2

3

(
x− 3
2

− (x + 2)
)

â) 2

(

−(3− x)− x− 6
6

)

= 3

(
1

3

− 15− 5x
9

)

¢

óêçóç 3.1.16 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò ùò ðñïò x:

á)

á− â
x

= ã(á− â)

â) á(â− x) + áâ
(
x

á

+ 1

)
2

=

â

á

(á + x)

2

� áí á 6= 0

ã)

x− á + â
x− á +

x− â
x− 2â =

x− á
x− á− â +

x

x− â

¢

óêçóç 3.1.17 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò ùò ðñïò x:

á) (ë

2 − 9)x = ë

2

+ 3ë

â) 3(ë + 1)x + 4 = 2x + 5(ë + 1)

ã) (ë + 2)x + 4(2ë + 1) = ë

2

+ 4(x− 1)

¢

óêçóç 3.1.18 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò ùò ðñïò x:

á) ë(x− 1) = x + 2ì− 7
â) ë(3x + ë) + 7− 2ë = ë

2

+ 3(1 + ìx)

ã) (ë− ì)x = ë

2 − (ë + ì)x

¢

óêçóç 3.1.19 Äßíå�áé ç åîßóùóç: (ë + 1)x + 2 = 3(x + 2). Íá âñåß�å �ïí áñéèìü ë, áí ç

ðáñáðÜíù åîßóùóç Ý÷åé ëýóç �ç x =

1

3

.
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¢

óêçóç 3.1.20 Äßíïí�áé ïé åîéóþóåéò:

1) 3− x− 4
2

=

3

4

− 2(x− 1)

2) (2ì− 6)x− 5 = 1− ì(−4x− 2)

Íá âñåß�å �ïí áñéèìü ì, þó�å ïé åîéóþóåéò (1) êáé (2) íá Ý÷ïõí êïéíÞ ëýóç.

¢

óêçóç 3.1.21 Äßíïí�áé ïé ðáñáó�Üóåéò :

A =

x− 1
5

+ 4 êáé B = 1− 9− x
6

i) Íá âñåß�å ãéá ðïéá �éìÞ �ïõ x, ïé ðáñáó�Üóåéò Á êáé Â åßíáé áí�ßèå�åò.

ii) Áí ç �éìÞ �ïõ x ðïõ âñÞêá�å åßíáé ëýóç �çò åðüìåíçò åîßóùóçò, íá âñåß�å �ïí áñéèìü

á.

x + á

3

+

5á− x
9

=

5x− á− 3
18

− 5x− 13
6

+ 8

¢

óêçóç 3.1.22 Äßíå�áé ï áñéèìüò:

á =

(√

5 +

√

8 +

√

5−
√

8

)
2

(5−
√

17)

i) Íá âñåß�å �ïí áñéèìü á.

ii) �éá �çí �éìÞ �ïõ á ðïõ âñÞêá�å ó�ï åñþ�çìá (i) íá ëýóå�å �çí åîßóùóç:

1− 2x
á

3

4

+

3 + x

a

1

4

=

2x + 5

a

1

2

+

1− 10x
24

¢

óêçóç 3.1.23 �éá �ïõò áñéèìïýò á êáé â éó÷ýåé:

á

2 − 6á + â2 − 4â + 13 = 0

i) Íá âñåß�å �ïõò áñéèìïýò á,â.

ii) �éá �éò �éìÝò �ùí á,â, ðïõ âñÞêá�å ó�ï åñþ�çìá (i), íá ëýóå�å �çí åîßóùóç:

4

âx− á +

3

áx− âx2 =
5

x

¢

óêçóç 3.1.24 Äßíïí�áé ïé áñéèìïß:

á =

√
8√

6−
√
2

+

√
24√

6 +

√
2

êáé â =

3

√

3

3

√

4 +

√

7

3

√

4−
√

7
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i) Íá âñåß�å �ïõò áñéèìïýò á êáé â.

ii) Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1) (x

2 − 9)(x2 − á) = (x

2 − âx)(x2 − á 1

2

x)

2)

áâ

2x + 4

+

x + 2

2− x =

x

2

á− x2

¢

óêçóç 3.1.25 Äýï áñéèìïß Ý÷ïõí Üèñïéóìá 24 êáé ï Ýíáò åßíáé êá�Ü 3 ìåãáëý�åñïò áðü

�ï äéðëÜóéï �ïõ Üëëïõ. Íá âñåß�å �ïõò áñéèìïýò áõ�ïýò.

¢

óêçóç 3.1.26 Íá âñåß�å äýï äéáäï÷éêïýò öõóéêïýò áñéèìïýò, �ùí ïðïßùí ïé áí�ßó�ñï-

öïé äéáöÝñïõí êá�Ü

1

20

.

¢

óêçóç 3.1.27 Ç Óïößá Ý÷åé óÞìåñá äéðëÜóéá çëéêßá áðü �çí ¢ííá. �ñéí áðü 5 ÷ñüíéá

ç Óïößá åß÷å �ñéðëÜóéá çëéêßá áðü �çí ¢ííá. Íá âñåß�å �éò óçìåñéíÝò çëéêßåò �çò Óïößáò

êáé �çò ¢ííáò.

¢

óêçóç 3.1.28 ¸íáò ðá�Ýñáò åßíáé óÞìåñá 41 å�þí êáé ï ãéïò �ïõ åßíáé 9 å�þí. Ìå�Ü

áðü ðüóá ÷ñüíéá ç çëéêßá �ïõ ðá�Ýñá èá åßíáé �ñéðëÜóéá áðü �çí çëéêßá �ïõ ãéïõ �ïõ;

�áñáìå�ñéêÝò åîéóþóåéò

¢

óêçóç 3.1.29 Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1) (ë + 1)(ë− 4)x = ë

2 − 16 2) ë(ë− 1)x = ë− 1

3) ë

2

x− 4ë = 16x− ë2 4) 4− ë(ë− 2x) = −ë2x

¢

óêçóç 3.1.30 �éá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ ë, íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1) ë

2

(x + 1) = −(−1− ëx) 2) ë(ëx + 6) = ë

2 − 9(−1− x)

3) ë(2x + 1)− 4(1 + ëx) = ë

2

(x− 1) + ë 4) 2(ë

2

+ 2x)− ë(4 + ëx) = 0
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¢

óêçóç 3.1.31 �éá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ ë, íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1) ë

2

(ëx− ë + 2)− ë(x + 1) = 0 2) 2ë

2

x− ë2(ë2x− 1) = −2ë(ëx− 1)

3) ë

3

(x− 1)− 6ë(x + ë) = 3ë(x− 3ë) 4) (ë

2

x− 2)(ë− 2) + ëx− (ë− 1)2 = 2

¢

óêçóç 3.1.32 Íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç:

(x + ë)

2

= 2ë(ë− ì) + (x + ì)2

äåí åßíáé ðï�Ý áäýíá�ç.

¢

óêçóç 3.1.33 Äßíå�áé ç åîßóùóç:

ë

2

(x + 4)− 5ë(x + ë) = −25

Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë, ç ðáñáðÜíù åîßóùóç åßíáé:

i) Ôáõ�ü�ç�á

ii) Áäýíá�ç.

¢

óêçóç 3.1.34 Äßíå�áé ç åîßóùóç:

ë

3

(x− 1)− 3ë(3x− 2ë) = 9ë

Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë, ç ðáñáðÜíù åîßóùóç åßíáé:

i) Ôáõ�ü�ç�á

ii) Áäýíá�ç.

¢

óêçóç 3.1.35 Äßíå�áé ç åîßóùóç:

ë(x + 2ë)− 3(ë2 − x− 3) = 0

Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë, ç ðáñáðÜíù åîßóùóç Ý÷åé:

i) Ëýóç �ï −3.
ii) ÌïíáäéêÞ ëýóç �ï −3.

¢

óêçóç 3.1.36 Äßíå�áé ç åîßóùóç:

ë(x− 5) = −2(ì− x− 2)
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Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë, ç ðáñáðÜíù åîßóùóç åßíáé:

i) Ôáõ�ü�ç�á

ii) Áäýíá�ç.

¢

óêçóç 3.1.37 Äßíå�áé ç åîßóùóç:

(ë− 2)2 − 6(1 + x) = (2− 2x)(ë− 1)(ë + 1)− 2ë

Áí ç ðáñáðÜíù åîßóùóç åßíáé �áõ�ü�ç�á, íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç:

ë

2

(x− 1) + ë(5x− 1) = −2(1 + 3x)

åßíáé �áõ�ü�ç�á.

¢

óêçóç 3.1.38 Äßíïí�áé ïé åîéóþóåéò:

1) (2ë + 6)x = ì

2 − 4
2) (ë + 3)x = 2ë + ì + 4

Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ùí ë êáé ì, þó�å ç (1) íá åßíáé �áõ�ü�ç�á êáé ç (2) íá åßíáé áäýíá�ç.

¢

óêçóç 3.1.39 Äßíïí�áé ïé åîéóþóåéò:

1) ë

2

x = 1− ë(x + ë)
2) − 2ìx = −ì(ìx− 1) + ë2011 − ë2012

3) ì(ìx + 1)− ë(ë− 4x) = 1

Áí ïé åîéóþóåéò (1) êáé (2) åßíáé �áõ�ü�ç�åò, íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç (3) Ý÷åé ëýóç �ïí

áñéèìü 2012

2011

.

¢

óêçóç 3.1.40 Äßíïí�áé ïé åîéóþóåéò:

1) ë

2

(x + 1) = 2

(

(ë− 1)2 − 1 + 8x
)

2) ì

2

(x− 1)(ì− 10) = 5ì

(

5(3ì + x)− 2(5x + 6ì)
)

Áí ç åîßóùóç (1) åßíáé �áõ�ü�ç�á êáé ç åîßóùóç (2) åßíáé áäýíá�ç, �ü�å:

i) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ùí ë êáé ì,

ii) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç:

3x + ë

1

2

ì

− ëx− 1
10

+

ìx− 2
ë

3

2

=

x + 1

4
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¢

óêçóç 3.1.41 Äßíïí�áé ïé åîéóþóåéò:

1) (ë− 1)(ë + 1)x− ì = 3(x + 1)

2) (ì− 1)2x = ë− 2
(

1− x(5− ì)
)

i) Íá âñåß�å �ïõò áñéèìïýò ë êáé ì, þó�å ïé åîéóþóåéò (1) êáé (2) íá åßíáé áäýíá�åò.

ii) �éá �á ë êáé ì ðïõ âñÞêá�å ó�ï åñþ�çìá (á), íá ëýóå�å �çí åîßóùóç

ë + ì

x

2 − x +
2

x

2 − ì− ë =

x− 1
x

2

+ x
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Åîéóþóåéò ðïõ áíÜãïí�áé óå åîéóþóåéò 1

ïõ

âáèìïý.

¢

óêçóç 3.1.42 Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1) 2x(x

2 − 12)− 4(2x− 1) = 4 2) 8− x(5x + 6) = (x + 1)

3 − x(x + 4)2

3) x

2

(x− 4) + 2x(x− 4) + x− 4 = 0 4) x

3 − 2x2 − (2x− 1)(x− 2) = 0

5) (x

2

+ 3x)(x− 1) = (2x + 6)(x

2 − 1) 6) 3x(x− 3) + (x− 3)2 + 9− x2 = 0

7) x(x + 1)

2 − (x + 5)2 + 16 = 0

8) (x

2

+ 2)

2

= x

(

(x + 1)

3 − (3x2 − x + 1)
)

¢

óêçóç 3.1.43 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

1)

3x− 1
x + 3

− 3x− 7
x− 3 = 0 2)

x + 3

x− 3 = 3− 4(x− 6)
x + 6

3) 2− x− 1
x + 1

= 1− x

x + 1

4)

2x

3x− 6 −
x

2x− 4 = 1 +

5x− 12
12− 6x

5)

15

x− 2 −
4

x + 2

=

5

x

2 − 4 6)

x + 1

x

2 − 1 +

2

x

2 − 2x + 1 = 0

¢

óêçóç 3.1.44 Íá åðéëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1)

1

x

− 5

5x− x2 =
1

x− 5 2) 1− x + 2

x− 2 =

x− 10
x

2 − 2x −
x + 2

x

3)

x

x + 2

+

x

2x− x2 = −
2

x

2 − 4 4)

1

x + 5

− 2x

x

2

+ 5x

=

1

25− x2

5)

4

2

x−1 − 1
= 2

Åîéóþóåéò ìå áðüëõ�á

¢

óêçóç 3.1.45 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

1) |7x− 13| + 21 = 0 2) 3|2x− 5| − 21 = 0
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3)

5− |x− 2|
2

= 4

4)

2|5− 3x| − 1
9

= 1

¢

óêçóç 3.1.46 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

1) 2 +

|3x− 4| − 1
3

= 3− |3x− 4|
3

2) 1− 1 + 3|x− 7|
4

=

4− |7− x|
10

+

1

2

3)

|x− 3|
2

+

|6− 2x|
3

= 8− |3− x|
6

4) 2|x + 3| = |x− 5|

5)

|2x− 1|
3

=

|3− x|
2

6)

|x + 1|
4

− |3x− 2|
6

= 0

¢

óêçóç 3.1.47 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

1) 2|x− 4| = 2− x 2) |1− 3x| − 3 = 2x

3) x− 2|x + 2| − 4 = 0 4) |3x− 6| = 6− 3x

5) x− |x− 13| = 13

¢

óêçóç 3.1.48 Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1) |x− 2| |x + 2| = |7x− 4|
2) |x2 − 6x + 9| − | − x2 − 3| = 12

3) 8− |2x− x2 − 1| = −|4x− x2 − 4|
4) |x2 − 4| + |x2 + 4x + 4| = 0

5) |x2 − 2x− 3| + |9− x2| = 0

6) |x− 4| |x + 5| = |2x + 7| |4− x|

¢

óêçóç 3.1.49 Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1) d(x�3) = d(−3�x) = 0

2) x− d(2x�− 6) = 4

3)

√

4x

2 − 4x + 1−
√

x

2 − 10x + 25 = 0

4)

√

x

2 − 10x + 25 = 1− 2x

¢

óêçóç 3.1.50 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò:
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1)

∣

∣ |5− x| − 6
∣

∣

= 2 2)

∣

∣

5− |2x− 1|
∣

∣

= 4

3)

∣

∣

1− |3− 2x|
∣

∣

= 6 4)

∣

∣ |x + 3| − 2
∣

∣

= |x− 5|

5)

∣

∣

x− |2x− 6|
∣

∣

= |x− 8| 6)

∣

∣ |x| − 3
∣

∣

=

∣

∣

2|x| − 1
∣

∣

¢

óêçóç 3.1.51 Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1) 2|x + 1| − |5− x| = x

2) |x− 1| − 2|x− 2| = 3− x
3)

√

x

2 − 6x + 9 + 2
√

x

2

+ 2x + 1 = 4

4) d(x�1)− d(0�x)− 4 = 2x− d(2x�− 3)

¢

óêçóç 3.1.52 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

1) x

2 − 10|x| + 25 = 0 2) |x|3 − 6x2 + 9|x| = 0

3) x

2

+ 6x + 9− |x + 3| = 0 4) |3− 3x| − x2 + 2x− 1 = 0

5) |x2 − 2x− 9| = x

2 − 6x + 9 6)

x

2 − 3
|x| − 2 = 6

¢

óêçóç 3.1.53 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

1)

∣

∣ |x| + 2
∣

∣

= x + 2 2)

∣

∣

3 + |x|
∣

∣

+ | − x| = 15− |2x|

3) x

2 − |x− 2| + x + 2 = 0

4)

|x| + 5
|x| − x = 4

5)

∣

∣

2x + |x|
∣

∣

= 14− 4|x|
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3.2 Ç Åîßóùóç x

í

= á

�åíéêÜ, ç åðßëõóç �çò åîßóùóçò x

í

= á äåí åßíáé �ßðï�á Üëëï ðáñÜ ç í-éïó�Þ ñßæá �ïõ á åêåß

üðïõ áõ�Þ Ý÷åé íüçìá. ¹äç, óå ðñïçãïýìåíç åíü�ç�á ìåëå�Þóáìå í-éïó�Ýò ñßæåò. Åäþ,

áêïëïõèþí�áò �ï åêðáéäåõ�éêü âéâëßï, èá �éò äïýìå áðü �ç óêïðéÜ äéåñåýíçóçò ñéæþí

åîßóùóçò. Äéáêñßíïõìå �ü�å �éò áêüëïõèåò ðåñéð�þóåéò :

1. ¢í á > 0 êáé í Üñ�éïò öõóéêüò áñéèìüò �ü�å

x

í

= á⇔
{

x =

í

√
á

x = − í

√
á

ðáñÜäåéãìá

x

2

= 8⇔
{

x =

√
8

x = −
√
8

2. ¢í á > 0 êáé í ðåñé��üò öõóéêüò áñéèìüò �ü�å

x

í

= á⇔ x =

í

√
á

ðáñÜäåéãìá

x

3

= 8⇔ x =

3

√

8 = 2

3. ¢í á < 0 êáé í Üñ�éïò öõóéêüò áñéèìüò �ü�å ç x

í

= á åßíáé áäýíá�ç.

4. ¢í á < 0 êáé í ðåñé��üò öõóéêüò áñéèìüò �ü�å

x

í

= á⇔ x = − í

√

|á|
ðáñÜäåéãìá

x

3

= −8⇔ x = − 3

√

| − 8| = −2

3.2 Ç Åîßóùóç x

í

= á

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Ç åîßóùóç x

í

= á, ìå í ðåñé��ü êáé á ∈ R Ý÷åé ðÜí�ï�å ëýóç. . . . . . . . . Ó Ë

2 Ç åîßóùóç x

í

= á, ìå á > 0 êáé í Üñ�éï öõóéêü, Ý÷åé áêñéâþò äýï ëýóåéò. . . Ó Ë
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3.2 Ç Åîßóùóç x

í

= á

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 3.2.1 Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1) x

7

+ 27x

4

= 0

2) 25x

5

= 16x

3

3) x

7 − 8 = x3 − 8x4

Ë

ý

óç 3.2.1 ¸÷ïõìå ãéá �çí 1)

x

7

+ 27x

4

= 0

⇔ x

4

(x

3

+ 27) = 0

⇔
{

x

4

= 0

x

3

= −27
⇔

{

x = 0

x = −3

�éá �çí 2) èá åßíáé

25x

5

= 16x

3

⇔ 25x

5 − 16x3 = 0
⇔ x

3

(25x

2 − 16) = 0

⇔
{

x

3

= 0

25x

2

= 16

⇔
{
x

3

= 0

x

2

=

16

25

⇔
{
x = 0

x = ±4

5

ÔÝëïò ãéá �çí 3) åßíáé

x

7 − 8 = x3 − 8x4

⇔ x

7 − 8− x3 + 8x4 = 0
⇔ (x

7 − x3) + (8x4 − 8) = 0
⇔ x

3

(x

4 − 1) + 8(x4 − 1) = 0
⇔ (x

4 − 1)(x3 + 8) = 0

⇔
{

x

4

= 1

x

3

= −8
⇔

{

x = ±1
x = −2

¢

óêçóç 3.2.2 Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1) (x

2 − 5)4 − 256 = 0
2) (3x− 1)4 + 8 = 24x

Ë

ý

óç 3.2.2 ÈÝ�ïí�áò x

2 − 5 = ù ç 1) ãßíå�áé
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ù

4 − 256 = 0

⇔ù

4

= 256⇔ù = ± 4

√

256⇔
{

ù = 4

ù = −4

¢ñá �ü�å

• ù = 4⇔ x

2 − 5 = 4⇔ x

2

= 9⇔ x = ±3
• ù = −4⇔ x

2 − 5 = −4⇔ x

2

= 1⇔ x = ±1
�éá �çí 2) Ý÷ïõìå

(3x− 1)

4

+ 8 = 24x

⇔ (3x− 1)

4 − 24x + 8 = 0

⇔ (3x− 1)

4 − 8(3x− 1) = 0

ÈÝ�ïí�áò 3x− 1 = ù Ý÷ïõìå

ù

4 − 8ù = 0⇔ù(ù

3 − 8) = 0⇔
{

ù = 0

ù

3

= 8

⇔
{

ù = 0

ù = 2

ÄçëáäÞ èá åßíáé :

• ù = 0⇔ 3x− 1 = 0⇔ x =

1

3

• ù = 2⇔ 3x− 1 = 2⇔ x = 1
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3.2 Ç Åîßóùóç x

í

= á

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 3.2.3 Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1) 8x

3

= 27 2) 32x

5

+ 1 = 0

3) 2x

5

= 8x

3

4) 3x

4

+ 24x = 0

5) 5x

6

+ 4x

2

= 0 6) 32x

11

= −2x7

¢

óêçóç 3.2.4 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

1) x

4 − 8x = 0 2) x

6 − 8x = 0

3) 2x

5

+ 16x

2

= 0 4) 8x

5

+ 27x

2

= 0

5) 27x

4

+ x = 0 6) 8x

4

+ x

2

= 0

¢

óêçóç 3.2.5 Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1) (x

3

+ 27)(x

4 − 54) = 0 2) (x

4 − 81)(x5 + 210) = 0

3) (x

12 − 166)(x9 + 83) = 0 4) (3x

10 − 331)(4x9 − 220) = 0

¢

óêçóç 3.2.6 Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1) 2x

3

= 8x 2) x

6

= 81x

2

3) 2x

5

+ 5x

2

= x

5 − 3x2 4) x

3

(x

3

+ 30) = 3x

3

5) 2x

2

(2x

2

+ 3) = 3x

4 − 2x2 6) 5x(x

3 − 5) = 2x(2x3 + 1)
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3.3 Åîéóþóåéò 2ïõ Âáèìïý

Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ìéáò äåõ�åñïâÜèìéáò åîßóùóçò åßíáé

áx

2

+ âx + ã = 0� á 6= 0

Èá åðéëýóïõìå �çí åîßóùóç äåõ�Ýñïõ âáèìïý ó�ç ãåíéêÞ �çò ìïñöÞ ìå �ç ìÝèïäï �çò

"óõìðëÞñùóçò �ïõ �å�ñáãþíïõ". ¸÷ïõìå :

x

2

+

â

á

x = −ã
á

x

2

+

â

á

x +

(
â

2á

)
2

= −ã
á

+

(
â

2á

)
2

(

x +

â

2á

)
2

=

â

2 − 4áã
4á

2

Áí èÝóïõìå Ä = â

2 − 4áã (Äéáêñßíïõóá) èá åßíáé

(

x +

â

2á

)
2

=

Ä

4á

2

Äéáêñßíïõìå �þñá �ñåéò ðåñéð�þóåéò :

1. Ä > 0 Ôü�å ç åîßóùóç Ý÷åé äýï ñßæåò ðñáãìá�éêÝò

{

x +

â

2á

=

√
Ä

2á

x +

â

2á

= −
√
Ä

2á

⇔
{

x = − â

2á

+

√
Ä

2á

x = − â

2á

−
√
Ä

2á

⇔ x

1�2

=

−â±
√
Ä

2á

2. Ä = 0 Ôü�å ç åîßóùóç Ý÷åé ìßá ñßæá äéðëÞ

(

x +

â

2á

)
2

= 0⇔ x = − â

2á

3. Ä < 0 Ôü�å ç åîßóùóç åßíáé áäýíá�ç.

¢Èñïéóìá, ãéíüìåíï ñéæþí, �ýðïé Vieta

Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ç åîßóùóç Ý÷åé ðñáãìá�éêÝò ñßæåò, �ü�å �ï Üèñïéóìá �ùí ñéæþí

�çò èá åßíáé :

x

1

+ x

2

=

−â +
√
Ä

2á

+

−â−
√
Ä

2á

=

−2â
2á

= −â
á

åíþ ãéá �ï ãéíüìåíï �ùí ñéæþí èá Ý÷ïõìå

x

1

· x
2

=

−â +
√
Ä

2á

· −â−
√
Ä

2á

=

(−â)2 − (
√
Ä)

2

4á

2

=

â

2 − (â2 − 4áã)
4á

2

=

4áã

4á

2

=

ã

á
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Áí ìå S óõìâïëßóïõìå �ï Üèñïéóìá x

1

+ x

2

êáé ìå P �ï ãéíüìåíï x

1

· x
2

, �ü�å Ý÷ïõìå

�ïõò �ýðïõò :

S = −â
á

êáé P =

ã

á

ðïõ åßíáé ãíùó�ïß ùò �ýðïé Vieta. Ç åîßóùóç �ü�å áx

2

+ âx + ã = 0, ìå �çí âïÞèåéá �ùí

�ýðùí �ïõ Vieta, ìå�áó÷çìá�ßæå�áé ùò åîÞò:

áx

2

+ âx + ã = 0

⇔ x

2

+

â

á

x +

ã

á

= 0

⇔ x

2 − (x

1

+ x

2

)x + (x

1

· x
2

) = 0

⇔ x

2 −Sx +P = 0

Ç äéáêñßíïõóá, �ï ãéíüìåíï êáé �ï Üèñïéóìá �ùí ñéæþí ìéáò äåõ�åñïâÜèìéáò åîéóþ-

óåùò, ìáò äßíïõí �ç äõíá�ü�ç�á íá ðñïóäéïñßæïõìå �ï ðñüóçìï �ùí ñéæþí �çò ÷ùñßò íá

�ç ëýíïõìå. Ôá óõìðåñÜóìá�á áõ�Ü óõíïøßæïõìå ó�ïí áêüëïõèï ðßíáêá.

�ñüóçìá �ùí ñéæþí �çò áx

2

+âx+ã = 0

ã

á

< 0

ñßæåò å�åñüóçìåò ñ

1

< 0 < ñ

2

ã

á

= 0

ïé ñßæåò åßíáé 0 êáé

−â
á

ã

á

> 0, Ä ≥ 0,

−â
á

> 0

äýï ñßæåò èå�éêÝò 0 < ñ

1

≤ ñ

2

ã

á

> 0, Ä ≥ 0,

−â
á

< 0

äýï ñßæåò áñíç�éêÝò ñ

1

≤ ñ

2

<0

3.3 Åîéóþóåéò 2ïõ Âáèìïý

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Áí

ã

á

�ü�å Ä > 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 Áí ç äéáêñßíïõóá åíüò �ñéùíýìïõ åßíáé ìçäÝí, �ü�å �ï �ñéþíõìï äåí Ý÷åé ñßæåò.Ó Ë

3 Áí ã > 0 �ü�å ç åîßóùóç áx

2

+ âx + ã = 0 Ý÷åé ðÜí�á ñßæåò. . . . . . . . . . . Ó Ë

4 Áí á,â,ã > 0 �ü�å �ï �ñéþíõìï áx

2

+ âx + ã åßíáé èå�éêü ãéá êÜèå x. . . . . . . Ó Ë

5 Áí ç åîßóùóç áx

2

+ âx + ã = 0, ìå á 6= 0 Ý÷åé ìßá äéðëÞ ñßæá, �ü�å Ä = 0. . . . Ó Ë

6 Áí ç åîßóùóç áx

2

+âx+ã = 0, ìå á 6= 0 Ý÷åé äýï ñßæåò ðñáãìá�éêÝò ñ

1

,ñ

2

, �ü�å èá éó÷ýåé

áx

2

+ âx + ã = á(x + ñ

1

)(x + ñ

2

). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë
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3.3 Åîéóþóåéò 2ïõ Âáèìïý

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 3.3.1 Âñåß�å �ï ðëÞèïò �ùí ñéæþí �ùí ðáñáêÜ�ù åîéóþóåùí

á) x

2 − sx− 1 = 0

â) á

2

x

2 − 2áâx + â

2

= 0 á 6= 0
ã) á

2

x

2 − 2áx + 1 + á

2

â

2

= 0 á 6= 0

Ë

ý

óç 3.3.1

á) Åßíáé Ä = (−s)2 − 4 · 1 · (−1) = s2 + 4 > 0. ¢ñá ç åîßóùóç Ý÷åé äýï ñßæåò Üíéóåò. Ó�ï ßäéï

óõìðÝñáóìá êá�áëÞãïõìå ðáñá�çñþí�áò ü�é ïé óõí�åëåó�Ýò á êáé ã åßíáé å�åñüóçìïé.

â) Åßíáé Ä = (−2áâ)2 − 4 · á2 · â2

= 0. ¢ñá ç åîßóùóç Ý÷åé ìßá ñßæá äéðëÞ �çí

ñ =

2áâ

2á

2

=

â

á

ã) Åßíáé Ä = (−2á)2 − 4 · á2 · (1 + á2

â

2

) = −4á4

â

2

. Ïðü�å

• Áí â 6= 0 �ü�å Ä < 0 êáé ç åîßóùóç äåí Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêÝò.

• Áí â = 0 �ü�å Ä = 0 êáé ç åîßóùóç Ý÷åé ìßá ñßæá äéðëÞ �çí

ñ =

2á

2á

2

=

1

á

¢

óêçóç 3.3.2 �éá ðïéåò �éìÝò �çò ðáñáìÝ�ñïõ ë ïé ðáñáêÜ�ù åîéóþóåéò Ý÷ïõí ìßá ñßæá

äéðëÞ;

á) ëx

2 − (ë− 1)x + 2ë− 2 = 0

â) x

2 − 2(ë− 1)x + ë

2 − 2ë + 1 = 0

ã) ëx

2 − 3(ë− 3)x− (2ë + 10) = 0 á 6= 0

Ë

ý

óç 3.3.2

á) Èá ðñÝðåé Ä = 0 äçëáäÞ (ë−1)

2 −4ë(2ë−2) = 0 Þ −7ë2 +6ë+1 = 0. Åðéëýïí�áò �þñá
�çí íÝá ðñïêýð�ïõóá äåõ�åñïâÜèìéá ðáßñíïõìå

Ä = 36− 4(−7) = 64

ë

1�2

=

−6± 8

−14
⇔

{

ë

1

= −1

7

ë

2

= 1

â) Åßíáé Ä = 4(ë − 1)

2 − 4(ë

2 − 2ë + 1) = 0. Áñá ç áñ÷éêÞ åîßóùóç Ý÷åé ìßá ñßæá äéðëÞ ãéá

êÜèå �éìÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ ë.

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280



90 "ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

ã) �áñüìïéá èá ðñÝðåé

Ä = 0⇔
9(ë− 3)2 − 4ë(−(2ë + 10)) = 0⇔
9(ë

2 − 6ë + 9) + 4ë(2ë + 10) = 0⇔
9ë

2 − 54ë + 81 + 8ë2 + 40ë = 0⇔
17ë

2 − 14ë + 81 = 0

Ç ðñïêýð�ïõóá üìùò äåõ�åñïâÜèìéá äåí Ý÷åé ðñáãìá�éêÝò ñßæåò äéü�é

Ä = 14

2 − 4 · 17 · 81 = −5312 < 0

Üñá ç áñ÷éêÞ äåí Ý÷åé ñßæá äéðëÞ ãéá êáìßá �éìÞ �ïõ ë.

¢

óêçóç 3.3.3 Íá âñåèïýí ïé �éìÝò �ïõ ë ãéá �éò ïðïßåò ç åîßóùóç

x

2 − 2x + ë + 2 = 0

Ý÷åé á) 2 ñßæåò å�åñüóçìåò, â) 2 ñßæåò èå�éêÝò Üíéóåò, ã) 2 ñßæåò áñíç�éêÝò.

Ë

ý

óç 3.3.3 �éá áõ�Þ �çí åîßóùóç Ý÷ïõìå

ã

á

=

ë + 2

1

= ë + 2 Ä = 4− 4(ë + 2) = −4ë− 4 −â
á

= 2

á) Èá ðñÝðåé

ã

á

< 0⇔ ë + 2 < 0⇔ ë < −2

â) Èá ðñÝðåé

ã

á

> 0 êáé Ä > 0 áöïý

−â
á

= 2 > 0

{

ë + 2 > 0

−4ë− 4 > 0 ⇔
{

ë > −2
ë < −1 ⇔ −2 < ë < −1

ã) Èá ðñÝðåé

ã

á

> 0 êáé Ä > 0 êáé

−â
á

< 0. ¼ìùò

−â
á

= 2 > 0, Üñá äåí õðÜñ÷åé �éìÞ �ïõ ë

þó�å íá Ý÷ïõìå äýï ñßæåò áñíç�éêÝò.

¢

óêçóç 3.3.4 �éá �éò áêüëïõèåò ðáñáó�Üóåéò �ùí ñ

1

,ñ

2

âñåß�å éóïäýíáìåò ÷ñçóéìïðïé-

þí�áò ìüíï �ï ÜèñïéóìÜ ñ

1

+ ñ

2

êáé �ï ãéíüìåíü �ïõò ñ

1

ñ

2

.

á) ñ

2

1

+ ñ

2

2

â) ñ

3

1

+ ñ

3

2

ã)

1

ñ

1

+

1

ñ

2

ä)

ñ

2

1

ñ

2

+

ñ

2

2

ñ

1
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Ë

ý

óç 3.3.4 Åßíáé

á) ñ

2

1

+ ñ

2

2

= (ñ

1

+ ñ

2

)

2 − 2ñ

1

ñ

2

â) ñ

3

1

+ ñ

3

2

= (ñ

1

+ ñ

2

)

3 − 3ñ

2

1

ñ

2

− 3ñ

1

ñ

2

2

= (ñ

1

+ ñ

2

)

3 − 3ñ

1

ñ

2

(ñ

1

+ ñ

2

)

ã)

1

ñ

1

+

1

ñ

2

=

ñ

1

+ ñ

2

ñ

1

ñ

2

ä)

ñ

2

1

ñ

2

+

ñ

2

2

ñ

1

=

ñ

3

1

+ ñ

3

2

ñ

1

ñ

2

=

(ñ

1

+ ñ

2

)

3 − 3ñ

1

ñ

2

(ñ

1

+ ñ

2

)

ñ

1

ñ

2

¢

óêçóç 3.3.5 Íá áðïäåßîå�å ü�é áí �ï Üèñïéóìá äýï ðñáãìá�éêþí áñéèìþí x êáé y åßíáé

ó�áèåñü, �ü�å �ï ãéíüìåíü �ïõò ìåãéó�ïðïéåß�áé ü�áí ïé áñéèìïß ãßíïí�áé ßóïé.

Ë

ý

óç 3.3.5 ¸ó�ù S = x + y Üèñïéóìá ó�áèåñü êáé P = xy �ï ãéíüìåíü �ïõò. ÅðåéäÞ ïé

x,y åßíáé ðñáãìá�éêïß èá ìðïñïýóáí íá åßíáé êáé ñßæåò �çò åîßóùóçò

ù

2 −Sù+P = 0

Èá Ýðñåðå �ü�å

Ä ≥ 0⇔
S

2 − 4P ≥ 0⇔

P ≤ S

2

4

ÄçëáäÞ ç ìÝãéó�ç �éìÞ �ïõ ãéíïìÝíïõ P åßíáé P =

S

2

4

. Ôü�å üìùò

Ä = S

2 − 4P = S

2 − 4

S

2

4

= 0

ïðü�å óõìðåñáßíïõìå ü�é ç äåõ�åñïâÜèìéá ù

2 −Sù+P = 0 Ý÷åé ìßá ñßæá äéðëÞ �ç

x = y =

S

2
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3.3 Åîéóþóåéò 2ïõ Âáèìïý

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 3.3.6 Íá ëõèåß ç åîßóùóç

x

2 − 7|x| − 18 = 0

¢

óêçóç 3.3.7 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

á) x

2 − 5x− 50 = 0
â) 2x

2 − 8x = −6
ã) 3x

2

+ 14x− 5 = 0
ä) (x

2 − 16)(x2 + 6x− 7) = 0

¢

óêçóç 3.3.8 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

1) x

2

+ 2x− 3 = 0 2) − x2 + 2x− 8 = 0

3) x

2

+ 6x + 9 = 0 4) x

2

+ 5x + 7 = 0

5) − 3x2 + 5x− 2 = 0 6) 9x

2 − 6x + 1 = 0

7) − x2 + 5x− 2 = 0 8) 2x

2

+ 7x + 6 = 0

¢

óêçóç 3.3.9 Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1) − 3x2 + 12x = 0 2) 2x

2

+ 8x = 0

3) 36− 16x2 = 0 4) − 4x2 − 16x = 0

5)

√

2x

2 −
√

8x = 0 6) −
√

3x

2 −
√

27x = 0

¢

óêçóç 3.3.10 Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:
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1) x

2

+

(

√

3 + 1

)

x +

√

3 = 0 2) 5x

2 −
(

√

2− 10
)

x− 2
√

2 = 0

3) x

2 −
√

8x−
√

2 = 0

4) 0�3x

2

+ 0�9x− 3 = 0

5) − 0�1x2 + x− 2�5 = 0 6) 0�1x

2

+ 0�5x− 1�4 = 0

¢

óêçóç 3.3.11 Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò:

1)

1

6

x

2 − x + 3

2

= 0 2) − 1

3

x

2

+

1

2

x− 1

3

= 0

3)

x

2

2

− 4x− 5

8

= 0

4) (3x

2 − 48)(−x2 − 4x + 32) = 0

5) (9x

2 − 6x + 1)(x2 − x + 2) = 0

6) (x

2 − 2x + 4)
(

x

2

+ x +

1

4

)

= 0

¢

óêçóç 3.3.12 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

1) (x− 1)2 = 4x− 5(2x + 1) 2) (x− 1)3 − x(x− 2)(x + 2) = 1

3) (x+2)

3−x(x−3)2 = 15− (3x+1)(1−3x)
4)

x− 2
2

− x(6− x)
6

=

x(x− 2)
6

− x

2 − 2
3

5)

5

6

− (x + 1)(x− 1)
2

=

2− x
3

− (x− 4)2
6

6)

x(3x− 2)
3

− (2x− 1)2 + 2
6

= 1− x− 6
2

¢

óêçóç 3.3.13 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

á) |x2 + 2x− 9| = 0

â) |x2 + 3x− 5| = |2x2 − 4x + 5|
ã) |x− 3| = x

2 − x− 6

�áñáìå�ñéêÝò åîéóþóåéò 2

ïõ

âáèìïý, äéåñåýíçóç.

¢

óêçóç 3.3.14 Íá åðéëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

á) − 2x2 + (a− 3)x + a− 1 = 0

â) 2x

2

+ (a− 2b)x− a(a + 2b) = 0
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¢

óêçóç 3.3.15 Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ ë :

á) (ë− 3)x2 + 2ëx + ë + 3 = 0

â) (ë− 2)x2 − 2(ë + 1)x + ë + 4 = 0

¢

óêçóç 3.3.16 Íá áðïäåßîå�å ü�é ïé ðáñáêÜ�ù åîéóþóåéò Ý÷ïõí ðñáãìá�éêÝò ñßæåò, �éò

ïðoßåò êáé íá âñåß�å:

á) áx

2 − 3(á + â)x + 9â = 0 ìå á 6= 0

â) (á

2 − â2)x2 − 2áâ2x− á2â2 = 0 ìå á

2 6= â

2

ã) x

2 − (á + 1

á

)x + 1 = 0 ìå á 6= 0

ä) (á + ã)x

2

+ (á + â + 2ã)x + â + ã = 0 ìå á 6= −ã

¢

óêçóç 3.3.17 Íá âñåèåß �ï ðëÞèïò �ùí ñéæþí �ùí ðáñáêÜ�ù åîéóþóåùí ãéá �éò äéÜ-

öïñåò �éìÝò �ïõ ë :

á)

x

2

2

+ (ë + 1)x + ë

2

+ ë + 1 = 0

â) x

2 − (2ë− 4)x− ë(3− ë) = 0

ã) (ë− 3)x2 + 2(ë− 1)x + ë + 3 = 0

¢

óêçóç 3.3.18 Áí ç åîßóùóç

x

2

+ 2x + ë− 1 = 0

Ý÷åé äýï ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò, íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç

x

2

+ (2ë + 1)x + ë

2

+

9

4

= 0

åßíáé áäýíá�ç.

¢

óêçóç 3.3.19 Äßíå�áé ç åîßóùóç

ëx

2

+ (2ë + 3)x + ë +

9

4

= 0

Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ç åîßóùóç :

i) ¸÷åé äýï ñßæåò Üíéóåò

ii) ¸÷åé ìßá äéðëÞ ñßæá
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iii) Äåí Ý÷åé ðñáãìá�éêÝò ñßæåò

¢

óêçóç 3.3.20 Äßíå�áé ç åîßóùóç

x

2 − 2ëx + ë2 − ë + 2 = 0

Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ç åîßóùóç :

i) ¸÷åé äýï ñßæåò Üíéóåò

ii) ¸÷åé ìßá äéðëÞ ñßæá

iii) Åßíáé áäýíá�ç

iv) ¸÷åé ëýóç

¢

óêçóç 3.3.21 Äßíïí�áé ïé åîéóþóåéò :

1) x

2 − x− 12 = 0

2) x

2

+ (2ë− 9)x + ë2 − 6ë = 0

Ç ìéêñü�åñç ñßæá �çò (1) åßíáé êáé ñßæá �çò (2). Íá âñåèåß :

i) Ôï ë,

ii) Ïé ñßæåò �çò (2)

¢

óêçóç 3.3.22 Äßíå�áé ç åîßóùóç

x

2

+ (4ë− 2)x + (2ë− 1)2 = 0

i) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç Ý÷åé ìßá äéðëÞ ñßæá ãéá êÜèå ðñáãìá�éêü áñéèìü ë,

ii) Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë, ç äéðëÞ ñßæá �çò åîßóùóçò âñßóêå�áé ó�ï äéÜó�çìá

(−3�5).

¢

óêçóç 3.3.23 Äßíïí�áé ïé åîéóþóåéò :

1) x

2

+ (ë + 3)x− 4ë + 2 = 0

2) x

2

+ (1− 2ë)x− 3ë− 4 = 0

i) Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë, ïé ðáñáðÜíù åîéóþóåéò Ý÷ïõí �çí ßäéá äéáêñßíïõóá.

ii) �éá �çí ìéêñü�åñç �éìÞ �ïõ ë ðïõ âñÞêá�å, íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò.

¢

óêçóç 3.3.24 Ç åîßóùóç :

(ë

3

+ 10)x

2

+ (2ë

3

+ 4)x + ì

2

+ 4ì + 22 = 0
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Ý÷åé äéðëÞ ñßæá �ï 3. Íá âñåèïýí ïé áñéèìïß ë êáé ì.

¢

óêçóç 3.3.25 ¸ó�ù ç åîßóùóç :

1) x

2

+ (2ë + 1)x + |6− 3ë| = 0

i) Íá âñåèåß �ï ë, åÜí åßíáé ãíùó�ü ü�é ç åîßóùóç (1) Ý÷åé ñßæá �ï −1.
ii) �éá �ç ìåãáëý�åñç �éìÞ �ïõ ë ðïõ âñÝèçêå ó�ï ðáñáðÜíù åñþ�çìá Ýó�ù ç åîßóùóç

: x

2 − ëx + ì2 = 0 (2). Ná âñåèåß �ï ì, þó�å ç (2) íá Ý÷åé äéðëÞ ñßæá.

¢

óêçóç 3.3.26 Ç åîßóùóç :

(ë

2 − 1)x2 + (ë− 1)x + 1 = 0

Ý÷åé ìßá äéðëÞ ñßæá. Íá âñåß�å :

i) Ôï ë,

ii) Ôç äéðëÞ ñßæá �çò åîßóùóçò.

¢

óêçóç 3.3.27 Ç åîßóùóç :

2x

2

+ 2(á + â)x + (á− 2)(â + 4)− 2 = 0

Ý÷åé ìßá äéðëÞ ñßæá. Íá âñåèoýí :

i) Ïé áñéèìïß á êáé â,

ii) Ç äéðëÞ ñßæá �çò åîßóùóçò.

¢

óêçóç 3.3.28 Äßíå�áé ç åîßóùóç

x

2

+

√

ë + 3x + ë = 0

i) Ná âñåèïýí ïé �éìÝò �ïõ ë ãéá �éò ïðïßåò ç åîßóùóç Ý÷åé äýï ñßæåò Üíéóåò

ii) Íá âñåèåß ç �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò :

Á =

√

ë

2

+ 6ë + 9 +

√

ë

2 − 2ë + 1

¢

óêçóç 3.3.29 Äßíå�áé ç åîßóùóç

x

2

+ (

√

3 + 1)x + 2(

√

3− 1) = 0

i) Ná áðïäåé÷èåß ü�é ç åîßóùóç Ý÷åé äéáêñßíïõóá Ä = (

√
3− 3)2.
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ii) Íá ëõèåß ç åîßóùóç

iii) Áí ñ ç Üññç�ç ñßæá �çò åîßóùóçò íá áðïäåé÷èåß ü�é ï áñéèìüò

á =

1

ñ

− ñ

2

åßíáé áêÝñáéïò.

¢

óêçóç 3.3.30 Íá âñåèåß ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ç åîßóùóç

x

2

+ (ë− 5)x− ë + 4 = 0

i) ¸÷åé ìßá äéðëÞ ñßæá.

ii) ¸÷åé äýï ñßæåò áí�ßó�ñïöåò.

iii) ¸÷åé äýï ñßæåò áí�ßèå�åò.

iv) ¸÷åé äýï ñßæåò å�åñüóçìåò.

v) ¸÷åé äýï ñßæåò èå�éêÝò.

¢

óêçóç 3.3.31 Íá âñåèåß ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ç åîßóùóç

−x2 + (ë− 7)x + ë− 6 = 0

i) ¸÷åé ìßá äéðëÞ ñßæá.

ii) ¸÷åé äýï ñßæåò áí�ßó�ñïöåò.

iii) ¸÷åé äýï ñßæåò áí�ßèå�åò.

iv) ¸÷åé äýï ñßæåò å�åñüóçìåò.

v) ¸÷åé äýï ñßæåò áñíç�éêÝò.

¢

óêçóç 3.3.32 Äßíå�áé ç åîßóùóç

(ë + 2)x

2

+ 2ëx + ë− 1 = 0

i) Íá âñåèåß ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë n åîßóùóç Ý÷åé äýï ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò

ii) Áí x

1

êáé x

2

ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò íá âñåèåß �ï ë þó�å:

x

2

1

x

2

+ x

1

x

2

2

= −2
3

¢

óêçóç 3.3.33 Äßíå�áé ç åîßóùóç

2x

2 − 4x + ë− 3 = 0
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i) Ná âñåèïýí ïé �éìÝò �ïõ ë ãéá �éò ïðïßåò ç åîßóùóç Ý÷åé äýï ñßæåò ðñáãìá�éêÝò.

ii) Áí x

1

êáé x

2

ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò íá âñåèåß �ï ë þó�å:

á) x

3

1

x

2

2

+ x

2

1

x

3

2

= 8

â)

1

x

2

1

+

1

x

2

2

= 2

¢

óêçóç 3.3.34 Äßíå�áé ç åîßóùóç

x

4

+ (ë

3

+ 8)x

3 − 10x2 + 5− 2ë = 0

i) Íá âñåèåß �ï ë þó�å ç åîßóùóç íá åßíáé äé�å�ñÜãùíç.

ii) �éá �çí �éìÞ �ïõ ë ðïõ âñÝèçêå íá ëõèåß ç åîßóùóç.

¢èñïéóìá êáé ãéíüìåíï ñéæþí äåõ�åñïâÜèìéáò åîßóùóçò.

¢

óêçóç 3.3.35 Íá âñåèåß �ï Üèñïéóìá êáé �ï ãéíüìåíï �ùí ñéæþí �ùí åîéóþóåùí :

á) x

2 − 7x + 4 = 0

â) − x2 − 3x− 1 = 0

ã) −
√

3x

2 −
√

27x +

√

12 = 0

ä)

√

6x

2 −

√

3

2

x−

√

2

3

= 0

¢

óêçóç 3.3.36 Ç åîßóùóç áx

2

+ âx + 8 = 0 Ý÷åé ñßæåò �ïõò áñéèìïýò x

1

êáé x

2

ãéá �ïõò

ïðïßïõò éó÷ýåé x

1

+ x

2

= 6 êáé x

1

· x
2

= 4.

i) Íá âñåß�å �ïõò áñéèìïýò á êáé â.

ii) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç.

¢

óêçóç 3.3.37 Áí x

1

êáé x

2

ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò

x

2 − 3x + 1 = 0

íá âñåß�å �éò �éìÝò �ùí ðáñáó�Üóåùí :

á) x

1

+ x

2

â) x

1

· x
2

ã) x

2

1

+ x

2

2

ä) x

3

1

+ x

3

2

å)

1

x

1

+

1

x

2

æ)

x

1

x

2

+

x

2

x

1
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¢

óêçóç 3.3.38 Áí x

1

êáé x

2

ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò

2x

2

+ 3x− 4 = 0

íá âñåß�å �éò �éìÝò �ùí ðáñáó�Üóåùí :

á) x

1

+ x

2

â) x

1

· x
2

ã)

√

x

2

1

+ x

2

2

ä) (2x

1

− 3)(2x
2

− 3) å) (x

1

+ 1)(x

2

+ 1) æ) (x

2

1

− x
1

x

2

)(x

1

x

2

− x2
2

)

¢

óêçóç 3.3.39 Áí x

1

êáé x

2

ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò

x

2

+ 6x + 3 = 0

íá âñåß�å �éò �éìÝò �ùí ðáñáó�Üóåùí :

á) x

1

+ x

2

â) x

1

· x
2

ã) x

2

1

+ x

2

2

ä) (x

1

+ 2)

2

+ (x

2

+ 2)

2

å)

1

x

1

− 3 +

1

x

2

− 3 æ) (x

3

1

x

2

+ 2x

2

1

x

2

2

+ x

1

x

3

2

)

¢

óêçóç 3.3.40 Íá âñåß�å åîßóùóç 2

ïõ

âáèìïý ðïõ íá Ý÷åé ñßæåò �ïõò áñéèìïýò :

á) − 6 êáé 1 â)

1

2

êáé − 2 ã)

√
5 + 1

2

êáé

1−
√
5

2

ä) 1 + á êáé 1− á

¢

óêçóç 3.3.41 ¸ó�ù x

1

êáé x

2

ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò x

2 − 3x− 1 = 0. Íá âñåß�å åîßóùóç

2

ïõ

âáèìïý ðïõ íá Ý÷åé ñßæåò �ïõò áñéèìïýò :

á) x

2

1

êáé x

2

2

â)

1

x

1

êáé

1

x

2

¢

óêçóç 3.3.42 ¸ó�ù x

1

êáé x

2

ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò −x2 + x + 3 = 0. Íá âñåß�å åîßóùóç

2

ïõ

âáèìïý ðïõ íá Ý÷åé ñßæåò �ïõò áñéèìïýò :

á)

x

1

x

2

êáé

x

2

x

1

â)

x

1

x

1

+ 2

êáé

x

2

x

2

+ 2

Åîéóþóåéò ðïõ áíÜãïí�áé óå åîéóþóåéò 2

ïõ

âáèìïý, äé�å�ñÜãùíåò, êëáóìá�éêÝò.
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¢

óêçóç 3.3.43 Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò :

1) x

2 − 6|x| + 8 = 0 2) − 3x2 + 10|x| − 8 = 0

3) 3x

2

+ |x| − 2 = −3(|x| + 1) 4) − 3x2 + | − 5x| − 2 = 0

¢

óêçóç 3.3.44 Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò :

1) (x− 2)2 = 7|x| + 1− x(x + 4)
2) 5|x| = 1− (x− 3)(x + 3)

2

¢

óêçóç 3.3.45 Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò :

1) x

4 − 5x2 + 4 = 0 2) x

4 − 5x2 + 6 = 0

3) x

6 − 16x3 + 64 = 0 4) x

8 − 17x4 + 16 = 0

5) x− 4
√
x + 3 = 0

6)

√
x

(

√

x− 2
)

= 3

¢

óêçóç 3.3.46 Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò :

1) (3x− 5)2 + 7(3x− 5)− 8 = 0 2) (2x− 3)2 − 6(3− 2x)− 7 = 0

3) (x + 1)

2

+ |x + 1| − 2 = 0 4) (2x− 1)2 − 8|2x− 1| + 15 = 0

5) − (x− 3)2 + 5|3− x| − 6 = 0

¢

óêçóç 3.3.47 Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò :

1)

x− 10
x

2 − 4 −
x

2− x =

2

x + 2

2)

x + 2

x− 1 −
7

x

2 − x =

x + 3

x

2

+ 3x

3)

x

x + 2

− 5x− 20
x

2 − 4x = − 14

x

2

+ 2x

4)

1

1− 1

x

+

4

x− 1

x

=

5

4

¢

óêçóç 3.3.48 Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò :
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1) (2x− 1)2 − 4
√

4x

2 − 4x + 1 + 3 = 0 2)

(

x− 2

x

)

2

− 5
(

x− 2

x

)

+ 4 = 0

3) 6

(

2x

x− 3

)

2

−
(

10x

x− 3

)

− 6 = 0 4)

x

2 − 3
2x

+

2x

x

2 − 3 = 2

5) |x2 − x| + |x2 − 11x + 10| = 0 6)

∣

∣

x

2 − 4|x| + 3
∣

∣

+

∣

∣

x

4 − 10x2 + 9
∣

∣

= 0

Í.Êå÷ñÞò
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

Áíéóþóåéò

4.1 Áíéóþóåéò 1

ïõ

Âáèìïý

Ïé áíéóþóåéò áx + â > 0 êáé áx + â < 0. Ç åðßëõóç, äéåñåýíçóç áíéóþóåùí åßíáé

ðáñüìïéá ìå �çí åðßëõóç, äéåñåýíçóç åîéóþóåùí �ïõ éäßïõ âáèìïý. Áõ�ü óõìâáßíåé

ãéá�ß ç åðßëõóç, äéåñåýíçóç ìéáò åîßóùóçò Þ áíßóùóçò, åßíáé êá�'ïõóßá ìéá ðñïóðÜèåéá

åí�ïðéóìïý �ùí ñéæþí �ïõ õðïêåßìåíïõ ðïëõùíýìïõ. Óå ãåíéêÞ ìïñöÞ, ç äéåñåýíçóç �çò

áx + â > 0, Ý÷åé ùò áêïëïýèùò :

á · x + â > 0⇔
á · x > −â

Äéáêñßíïõìå �þñá �éò ðåñéð�þóåéò:

• Áí á > 0 �ü�å ç áíßóùóç Ý÷åé ëýóç �çí

á · x > −â⇔ á · x
á

>

−â
á

⇔ x > −â
á

• Áí á < 0 �ü�å ç áíßóùóç Ý÷åé ëýóç �çí

á · x > −â⇔ á · x
á

<

−â
á

⇔ x < −â
á

• Áí á = 0 �ü�å ç áíßóùóç ãßíå�áé 0 · x > −â êáé åîå�Üæïõìå �ï â

i. Áí â > 0 �ü�å ç áíßóùóç åßíáé �áõ�ü�ç�á.

ii. Áí â ≤ 0 �ü�å ç áíßóùóç åßíáé áäýíá�ç.

Ó÷üëéï Ç äéåñåýíçóç �çò áx + â < 0 åê�åëåß�áé ðáñüìïéá. �áñá�çñåßó�å áêüìç, ü�é ç

ëýóç ìéáò áíßóùóçò ðñïóäéïñßæå�áé ãåíéêÜ ìå Ýíá äéÜó�çìá êáé ü÷é ìå Ýíá ðñáãìá�éêü

üðùò ó�çí ëýóç ìéáò åîßóùóçò.

Áíéóþóåéò ìå áðüëõ�åò �éìÝò Ìå �ç âïÞèåéá �ùí éäéï�Þ�ùí �çò áðüëõ�çò �éìÞò, ìðï-

ñïýìå íá åðéëýóïõìå áíéóþóåéò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí áðüëõ�åò �éìÝò. Áò èõìçèïýìå áðü
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�éò áðüëõ�åò �éìÝò ü�é, áí á óçìåßï �ïõ ðñáãìá�éêïý Üîïíá êáé r èå�éêüò ðñáãìá�éêüò

áñéèìüò, �ü�å ç áíéóü�ç�á

|x− á| ≤ r

åñìçíåýå�áé óáí �ï äéÜó�çìá [á − r�á + r℄. Ïé ðáñáêÜ�ù éóïäõíáìßåò áðï�åëïýí �ç âÜóç

ãéá �ç ëýóç áíéóþóåùí ìå áðüëõ�åò �éìÝò êáé èá ðñÝðåé íá �éò ãíùñßæïõìå êáëÜ.

|x− á| ≤ r⇔ á− r ≤ x ≤ á + r⇔
{

á− r ≤ x

êáé

x ≤ á + r

|x− á| ≥ r⇔ x− á ≤ −r Þ x− á ≥ r ⇔
{

x ≤ á− r

Þ

x ≥ á + r

ÔÝëïò ïé ðáñáêÜ�ù óõìâïëéóìïß åßíáé éóïäýíáìïé

|x− á| ≤ r á− r ≤ x ≤ á + r d(x� á) ≤ r x ∈ [á− r; á + r℄

4.1 Áíéóþóåéò 1

ïõ

Âáèìïý

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Éó÷ýåé: x > 0 ⇔ x

2

> 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 Éó÷ýåé: (x− 1)

2 ≥ 0 ⇒ x = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

3 Éó÷ýåé: (x− 1)(x− 5) > 0 ⇔ x > 1 êáé x > 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

4 Éó÷ýåé: áx ≥ á⇒ x ≥ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

5 Éó÷ýåé: |x− 5| < 2 ⇔ x ∈ (3� 5) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

6 Éó÷ýåé: x > 4 êáé x < −4 ⇔ |x| > 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

7 Éó÷ýåé: d(x� 1) < 2⇔ |x− 1| < 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

8 Ç áíßóùóç |x + 1| ≤ 0 äåí áëçèåýåé ãéá êáìßá �éìÞ �ïõ x. . . . . . . . . . . Ó Ë

9 Ç áíßóùóç

∣

∣−|x| − 1

∣

∣ ≥ 1 Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç �çí x = 0. . . . . . . . . . . . Ó Ë

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò
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4.1 Áíéóþóåéò 1

ïõ

Âáèìïý

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 4.1.1 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò.

i) |x− 1| < 3 ii) |x + 2| < −2 iii) |x + 7| ≤ 0

Ë

ý

óç 4.1.1 ¸÷ïõìå

i) |x− 1| < 3⇔ −3 < x− 1 < 3⇔ −2 < x < 4
ii) Åßíáé áäýíá�ç áöïý |x + 2| ≥ 0.

iii) |x + 7| ≤ 0⇔ x + 7 = 0⇔ x = −7.

¢

óêçóç 4.1.2 Íá ëõèåß ç áíßóùóç

x

3

− 2x− 1

4

>

x

12

Ë

ý

óç 4.1.2 Å.Ê.� åßíáé �ï 12, Ý�óé Ý÷ïõìå

x

3

− 2x− 1

4

>

x

12

⇔ 4x

12

− 3(2x− 1)

12

>

x

12

⇔ 4x− 6x + 3 > x

⇔ 3x < 3

⇔ x < 1

¢

óêçóç 4.1.3 Íá ëõèåß ç áíßóùóç

x− 1

2

+

3x + 2

4

≥ 5x

4

Ë

ý

óç 4.1.3 Å.Ê.� åßíáé �ï 4, Ý�óé Ý÷ïõìå

x− 1

2

+

3x + 2

4

≥ 5x

4

⇔ 2(x− 1) + 3x + 2 ≥ 5x

⇔ 2x− 2 + 3x + 2 ≥ 5x

⇔ 0x ≥ 0 áëçèÞò ãéá êÜèå x ∈ R
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¢

óêçóç 4.1.4 Íá ëõèåß ç áíßóùóç

x

á

2

+ 1

+

x− 1

á

2

+ 1

> 2 á ∈ R

Ë

ý

óç 4.1.4 ÅðåéäÞ á

2

+ 1 > 0 ìðïñïýìå íá êÜíïõìå áðáëåéöÞ ðáñáíïìáó�þí. ¸�óé

Ý÷ïõìå

x

á

2

+ 1

+

x− 1

á

2

+ 1

> 2

⇔ x + x− 1 > 2(á

2

+ 1)

⇔ 2x > 2á

2

+ 3

⇔ x > á

2

+

3

2

¢

óêçóç 4.1.5 Íá âñåèïýí ïé �éìÝò �ïõ x ãéá �éò ïðïßåò óõíáëçèåýïõí ïé áíéóþóåéò

1)

x + 2

4

− x

3

≤ 1 2)

x

5

− x + 1

15

< 0

Ë

ý

óç 4.1.5 ¸÷ù ãéá �çí 1)

x + 2

4

− x

3

≤ 1

⇔ 3(x + 2)− 4x ≤ 12

⇔ 3x + 6− 4x ≤ 12

⇔ − x ≤ 6⇔ x ≥ −6

Åíþ ãéá �çí 2) åßíáé

x

5

− x + 1

15

< 0

⇔ 3x− x− 1 < 0

⇔ 2x < 1⇔ x <

1

2

Ïðü�å ïé áíéóþóåéò óõíáëçèåýïõí ó�ï äéÜó�çìá [−6� 1
2

).
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¢

óêçóç 4.1.6 Íá ëõèåß ç áíßóùóç ë(x+1) ≥ 1−2x ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ ðñáãìá�éêïý
ë.

Ë

ý

óç 4.1.6 ÖÝñíïõìå ðñþ�á �çí áíßóùóç ó�ç ìïñöÞ áx + â ≥ 0. ¸÷ïõìå :

ë(x + 1) ≥ 1− 2x

⇔ (ë + 2)x ≥ 1− ë

êáé äéáêñßíïõìå ðåñéð�þóåéò

• ë + 2 > 0⇔ ë > −2 �ü�å ç áíßóùóç áëçèåýåé ü�áí

x ≥ 1− ë

ë + 2

• ë + 2 < 0⇔ ë < −2 �ü�å ç áíßóùóç áëçèåýåé ü�áí

x ≤ 1− ë

ë + 2

• ë + 2 = 0⇔ ë = −2 �ü�å ç áíßóùóç ãßíå�áé 0x ≥ 3 ðïõ åßíáé áäýíá�ç.

¢

óêçóç 4.1.7 Íá ëõèåß ç áíßóùóç áx + 3 ≤ â− x ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ùí á,â.

Ë

ý

óç 4.1.7 ÖÝñíïõìå ðñþ�á �çí áíßóùóç ó�ç ìïñöÞ áx + â ≥ 0. ¸÷ïõìå :

áx + 3 ≤ â− x

⇔ (á + 1)x ≤ â− 3

êáé äéáêñßíïõìå ðåñéð�þóåéò

• (á + 1) > 0⇔ á > −1 �ü�å ç áíßóùóç áëçèåýåé ü�áí

x ≤ â− 3

á + 1

• (á + 1) < 0⇔ á < −1 �ü�å ç áíßóùóç áëçèåýåé ü�áí

x ≥ â− 3

á + 1

• (á + 1) = 0⇔ á = −1 �ü�å ç áíßóùóç ãßíå�áé 0x ≤ â− 3 (2), ïðü�å

1. â− 3 ≥ 0⇔ â ≥ 3.Ôü�å ç (2) áëçèåýåé ãéá êÜèå ðñáãìá�éêü áñéèìü x.

2. â− 3 < 0⇔ â < 3.Ôü�å ç (2) åßíáé áäýíá�ç.

¢

óêçóç 4.1.8 Íá ëõèåß ç áíßóùóç |x− 2| ≤ 6.

Ë

ý

óç 4.1.8 Åßíáé :

|x− 2| ≤ 6⇔ −6 ≤ x− 2 ≤ 6

⇔ −6 + 2 ≤ x ≤ 6 + 2

⇔ −4 ≤ x ≤ 8

⇔ x ∈ [−4� 8℄
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¢

óêçóç 4.1.9 Íá ëõèåß ç áíßóùóç |x| ≥ è, üðïõ è èå�éêüò.

Ë

ý

óç 4.1.9 Åßíáé :

|x| ≥ è⇔ |x|2 ≥ è

2

⇔ |x|2 − è

2 ≥ 0

⇔ x

2 − è

2 ≥ 0

⇔ (x− è)(x + è) ≥ 0

�éá íá éó÷ýåé ç �åëåõ�áßá, èá ðñÝðåé ïé (x - è) êáé (x + è) íá åßíáé ïìüóçìïé. ÄçëáäÞ







x− è ≥ 0 êáé x + è ≥ 0⇒ x ≥ è

Þ

x− è ≤ 0 êáé x + è ≤ 0⇒ x ≤ −è

¢

óêçóç 4.1.10 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò

i) |x + 1| ≥ 2 ii)

|x− 1|
|x− 2| > 1

Ë

ý

óç 4.1.10

i) |x + 1| ≥ 2⇔ x + 1 ≥ 2 Þ x + 1 ≤ −2⇔ x ≥ 1 Þ x ≤ −3
ii)

|x− 1|
|x− 2| > 1

⇔ |x− 1| > |x− 2|
⇔ |x− 1|2 > |x− 2|2

⇔ (x− 1)

2

> (x− 2)

2

⇔ x

2 − 2x + 1 > x

2 − 4x + 4

⇔ 2x > 3⇔ x >

3

2

¢

óêçóç 4.1.11 Íá ëõèåß ç áíßóùóç

∣

∣

2− |x− 1|
∣

∣

< 3.

Ë

ý

óç 4.1.11 Åßíáé :

∣

∣

2− |x− 1|
∣

∣

< 3⇔ −3 < 2− |x− 1| < 3⇔ −5 < −|x− 1| < 1⇔ −1 < |x− 1| < 5

Ëýíïõìå ÷ùñéó�Ü êÜèå ìßá áíßóùóç

1. |x− 1| > −1 ðïõ åßíáé áëçèÞò ãéá êÜèå x.

2. |x− 1| < 5⇔ −5 < x− 1 < 5⇔ −4 < x < 6

¢ñá ïé ëýóåéò �çò áíßóùóçò áíÞêïõí ó�ï (−4� 6).
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¢

óêçóç 4.1.12 Íá ëõèåß ç áíßóùóç |x + 1| − |x− 2| > 2x.

Ë

ý

óç 4.1.12 Êá�áóêåõÜæïõìå Ýíá ðßíáêá ðñïóÞìùí

x

-1 2

x+1

-

0

+ + +

x-2

- - -

0

+

¸�óé Ý÷ïõìå :

1. �éá x < −1 �ü�å |x + 1| = −x− 1 êáé |x− 2| = −x + 2. ¸�óé ç áñ÷éêÞ ãßíå�áé

−x− 1− (−x + 2) > 2x⇔ 2x < −3⇔ x < −3
2

óõíáëÞèåõóç x ∈ (∞� − 3

2

)

2. �éá −1 ≤ x < 2 �ü�å |x + 1| = x + 1 êáé |x− 2| = −x + 2. ¸�óé ç áñ÷éêÞ ãßíå�áé

x + 1− (−x + 2) > 2x⇔ 0x < −1 áäýíá�ï

3. �éá x ≥ 2 �ü�å |x + 1| = x + 1 êáé |x− 2| = x− 2. ¸�óé ç áñ÷éêÞ ãßíå�áé

x + 1− (x− 2) > 2x⇔ 2x < 3⇔ x <

3

2

ìç áðïäåê�ü
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4.1 Áíéóþóåéò 1

ïõ

Âáèìïý

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 4.1.13 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) 2x− 1 > 5 2) 3− 2x < 15

3) 2x− 3 < 15− x 4) 5− 4x ≤ 29− x

5) 7 + 2x ≤ 3 + 4x 6) 5− 3x ≤ 2x + 5

¢

óêçóç 4.1.14 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) 2(x + 1) ≥ 3x− 4 2) 2(x− 1)− 3(x + 2) ≤ x− 1

3) 4(x + 1) + 2(x− 2) ≥ 5(x− 1) 4) 2(x + 3) + 5(x− 1) ≤ 7(x + 3)

5) 4x− 9 ≥ 3− 2x + 3(x− 5) 6) 6(2x + 7) < 15(x + 2)

¢

óêçóç 4.1.15 Íá ëõèïýí ïé ðáñáêÜ�ù áíéóþóåéò êáé íá ðáñáó�áèïýí ïé ëýóåéò �ïõò

ó�ïí Üîïíá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí:

1) 3(x− 2) + 4 > 13 2) 10− 2(x− 1) < −4

3) 7− 5(x− 1) ≥ 12 4) 3− (2x− 5) ≤ 2− x

5) 6− (7 + 2x) < −(x + 1) 6) 1− (x− 1) ≥ 3− 5(2− x)

¢

óêçóç 4.1.16 Íá ëõèïýí ïé ðáñáêÜ�ù áíéóþóåéò êáé íá ãñÜøå�å �á äéáó�Þìá�á ó�á

ïðïßá áíÞêïõí ïé ëýóåéò �ïõò.

1) 3(2x + 7)− 4(15− x) ≤ 29 + 12x 2) 2(4x + 5)− 3(x + 3) ≤ −5x− 9(1− x)

3) − 6(x− 2)− (5− 3x) < 9(x + 3)− 2x 4) − 3(7 + 3x)− (8 + 7x) > −x− 11(x + 1)

5) (x + 2)

2 − 2(x− 2)

2 ≤ 25− (x + 1)

2

6) 4x− (x− 1)

2

> 8− (x− 3)(x + 3)
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¢

óêçóç 4.1.17 Íá ëõèïýí ïé ðáñáêÜ�ù áíéóþóåéò êáé íá ãñÜøå�å �á äéáó�Þìá�á ó�á

ïðïßá áíÞêïõí ïé ëýóåéò �ïõò.

1)

2x + 5

3

> 7

2)

7− 3x

2

≥ 8

3)

5− 2x

5

+ 9 ≥ 0 4) 7− 3x− 4

2

< 0

5) − 1− 2x− 7

3

<

2

3

6) 1 +

x

2

>

3x + 2

4

¢

óêçóç 4.1.18 Íá ëõèïýí ïé ðáñáêÜ�ù áíéóþóåéò êáé íá ãñÜøå�å �á äéáó�Þìá�á ó�á

ïðïßá áíÞêïõí ïé ëýóåéò �ïõò.

1) 2− x− 1

3

≤ 5

6

2)

2

3

− 5− 7x

6

> x− 2

3) 3− x− 2

5

≥ 4

3

4)

3x + 1

2

− 2x− 4

3

< 1

5) 3− 2x + 1

3

≤ −x− 1

2

6)

x + 1

2

− x + 3

4

< 2− x− 2

3

¢

óêçóç 4.1.19 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1)

x + 4

3

>

7x− 5

2

2)

7x− 3

4

− 9x + 4

8

> 0

3)

5x− 2

9

− x + 7

6

> x− 1 4)

x− 3

2

− x + 4

3

<

5− x

6

− x + 1

2

5)

x− 1

3

+ 2 < 2x− 5x

3

6)

x− 2

3

− x

4

<

x + 1

12

¢

óêçóç 4.1.20 Íá ëõèïýí ïé ðáñáêÜ�ù áíéóþóåéò êáé íá ðáñáó�áèïýí ïé ëýóåéò �ïõò

ó�ïí Üîïíá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí:

1) 3x− 5 > 4(x− 1)− x 2) 4(x− 6)− 2(3− x) ≤ 6(x− 5)

3) x− 6(2− x) > 3x− 4(3− x) 4) 3(x + 4)− 4(2x + 1) > −5(x− 2)

5) 2(x + 1) ≥ 4− (x + 3)− 3(2− x) 6) 13− 3(x− 2) < 4(x + 3)− 7(x− 3)
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¢

óêçóç 4.1.21 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) 2(x + 2) +

1

6

<

4x + 9

2

2)

x− 3

2

− x + 5

6

>

x− 3

3

3)

17

4

− 15− x

2

≤ x− x− 3

2

4)

2

5

− 3− x

2

<

x− 1

10

− 3− 2x

5

5)

7− 3x

12

− 3− 2x

3

≤ x− 2

4

− 5− x

6

6)

x + 1

6

− 1 + x

12

≥ x− 1

16

− 2x + 1

4

¢

óêçóç 4.1.22 Íá âñåß�å �éò êïéíÝò ëýóåéò �ùí áíéóþóåùí êáé íá ãñÜøå�å �á äéáó�Þìá�á

ó�á ïðïßá áíÞêïõí:

1) 3(x− 1) + 2x < x + 1 êáé 2(x + 3)− x ≥ 2

2) 3x− 2(1− x) > 2x + 7 êáé −5x ≥ 12− 2(7x− 3)

3) − 4(x + 2) ≥ 6− 2(x− 3) êáé −3(x− 4) ≥ 7− 5(x + 1)

4) 5− 3(x− 1) > −4 êáé −2− (−x− 1) ≤ 1

5) 5− 4(2− x) < 3− 2(1− 2x) êáé 8− 5(2− x) ≤ 11− 6(2− x)

¢

óêçóç 4.1.23 Íá âñåß�å �éò êïéíÝò ëýóåéò �ùí áíéóþóåùí êáé íá ãñÜøå�å �á äéáó�Þìá�á

ó�á ïðïßá áíÞêïõí:

1) 2− 1− 3x

2

≥ 0

êáé

x + 2

2

>

4 + 3x

5

2) 1− 1− x

2

< x

êáé

1− 4− x

4

≥ x + 4

8

3) 3− 1− 2x

1

≥ 1

2

êáé

6− x + 20

7

≥ 3x + 30

7

4)

4x− 3

5

− x >

6

15

êáé

x

4

− x

2

≤ 5

4

5)

2x + 3

4

> x− x + 1

2

êáé

2(x + 4)− 3x + 15

2

> 0

6)

4x− 8

−5 ≤ 0

êáé

x− 3

1

> 2x− 3x + 1

2
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¢

óêçóç 4.1.24 Íá âñåß�å �éò êïéíÝò ëýóåéò �ùí áíéóþóåùí êáé íá ãñÜøå�å �á äéáó�Þìá�á

ó�á ïðïßá áíÞêïõí:

1)

3x

4

+

7

8

<

x

4

+

5

2

êáé

x + 1

4

− 2x− 1

3

< 2

2)

x− 3

4

− x <

x− 1

2

− x− 2

3

êáé

2− x > 2x− 8

3)

5x

1

+ 3x > −14 êáé −3(x− 4) < 6

4) 4x− 1 >

x

2

− 8

êáé

2x + 1 <

5x + 4

3

5)

x− 1

5

− x <

4− x

2

êáé

1 +

3x

2

< x

¢

óêçóç 4.1.25 Íá ëýóå�å �éò ðáñáêÜ�ù áíéóþóåéò ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �çò ðáñáìÝ-

�ñïõ ë.

1) ëx + 6 ≤ 3ë + 2x 2) ë(2x− ë) ≥ ë(x− 4)

3) 2(ë− x− 1) ≥ (ë− 3)x 4) 2− (ë− 1)x > 3(x + 4)

¢

óêçóç 4.1.26 Íá ëýóå�å �éò ðáñáêÜ�ù áíéóþóåéò ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �çò ðáñáìÝ-

�ñïõ ë.

1) ë(x− ë) < 3(x− 3) 2) ë(x− 4) ≥ (ë− 2)(ë + 2)− 4(x− 1)

3) ë(x + 5) < ë

2 − 2(−x− 3) 4) − ë(x− 2ë + 2) > ë(ë− 1)

2 − x

¢

óêçóç 4.1.27 Íá ëýóå�å �éò ðáñáêÜ�ù áíéóþóåéò ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �çò ðáñáìÝ-

�ñïõ ë.

1)

ëx− ë

3

≥ x− ë

4

− x + 4

6

2)

(ë− 3)x

6

≤ 1− ë

3

¢

óêçóç 4.1.28 Äßíå�áé ç áíßóùóç :

(ë + 3)x ≥ 2(ì− 2x)− 3(2− 3x)
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Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ùí ë êáé ì ç áíßóùóç åßíáé áäýíá�ç.

¢

óêçóç 4.1.29 Äßíå�áé ç áíßóùóç :

ë(x− 2) ≥ 3(ì− x)

Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ùí ë êáé ì ç áíßóùóç åðáëçèåýå�áé ãéá êÜèå ðñáãìá�éêü áñéèìü

x.

¢

óêçóç 4.1.30 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) |2x| ≥ 8 2) |x− 5| < 2

3) |x + 4| ≥ 3 4) |3x− 6| > 9

5) |1− 2x| ≥ 5 6) | − x− 2| ≥ −2

¢

óêçóç 4.1.31 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) |5− 2x| < 0 2) |6− x| − 4 ≤ 0

3) |2x + 7| − 1 > 0 4) 6− |4x− 2| ≥ 0

5) |3− x| − 2 ≥ 0 6) |1− 2x| ≥ 5

¢

óêçóç 4.1.32 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) 4|2x− 3| − 12 > 0

2) 3− |x− 1|
3

≥ 1

3)

|1− 2x| − 3

2

≤ 4

4)

7− |x + 5|
4

< 1

5)

2|3− x| + 3
5

≤ 3 6)

7− 3|2x + 1|
4

> 1

¢

óêçóç 4.1.33 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) |x + 4| − 5 ≤ 2|x + 4| + 4
3

2)

15|x− 2| − 9

2

≤ 8|x− 2| − 7
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3)

3

4

− 4|7x + 3|
3

> 2 +

|7x + 3|
8

4)

|x + 21|
6

≤ 5

3

+ |x + 21|

5)

2|3− x| + 3
5

≤ 3 6)

7− 3|2x + 1|
4

> 1

¢

óêçóç 4.1.34 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) d(x�3) > |2x + 2| − d(x�− 1) 2) |2x− 4| + d(x�2) ≤ 12− |2− x|

3)

∣

∣ |x| + 3
∣

∣ ≥ 9− |2x| 4)

∣

∣ |x− 1| + 1
∣

∣ ≥ 7− |1− x|

5)

|x| + 8
|x| + 3 < 2 6)

5|x| − 3

|x| + 1 ≤ 3

7)

2|x| − 3

4

<

|x| + 1
3

8) 3(|x| − 1) + 2(|x| − 2) > 2
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4.2 Áíéóþóåéò 2

ïõ

Âáèìïý

Ç ðáñÜó�áóç áx

2

+âx+ã, á 6= 0 ëÝãå�áé �ñéþíõìï 2

ïõ

âáèìïý Þ, ðéï áðëÜ �ñéþíõìï. ¼ðùò

Þäç Ý÷ïõìå äåß óå ðñïçãïýìåíç åíü�ç�á, Ýíá �ñéþíõìï ìðïñåß íá ìå�áó÷çìá�éó�åß ìå �ç

ìÝèïäï �çò "óõìðëÞñùóçò �ïõ �å�ñáãþíïõ" ùò åîÞò :

áx

2

+ âx + ã =

á

(

x

2

+

â

á

x +

ã

á

)

=

á

(

x

2

+

â

á

x +

(
â

2á

)
2

−
(
â

2á

)
2

+

ã

á

)

á

((

x +

â

2á

)
2

− â

2 − 4áã
4á

2

)

Áí èÝóïõìå Ä = â

2 − 4áã (Äéáêñßíïõóá) �ü�å ìå�áó÷çìá�ßæå�áé óå

á

((

x +

â

2á

)
2

− Ä

4á

2

)

Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò áõ�üò áðïê�Ü Ýííïéá ü�áí èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ï ðñüóçìï

�ïõ �ñéùíýìïõ, äçëáäÞ ðü�å ãßíå�áé èå�éêü êáé ðü�å áñíç�éêü. �éá íá áðáí�Þóïõìå óå

áõ�ü �ï åñþ�çìá äéáêñßíïõìå �ñåéò ðåñéð�þóåéò :

1. Ä > 0 Ôü�å �ï �ñéþíõìï ðáßñíåé �ç ìïñöÞ

á

((

x +

â

2á

)
2

−
(√

Ä

2á

)
2

)

= á

(

x +

â

2á

+

√
Ä

2á

)(

x +

â

2á

−
√
Ä

2á

)

= á(x− ñ
1

)(x− ñ
2

)

áðü üðïõ åßíáé åýêïëï íá äéáêñßíïõìå ü�é �ï �ñéþíõìï åßíáé å�åñüóçìï �ïõ á ü�áí �ï x

åßíáé åí�üò �ïõ äéáó�Þìá�ïò ñ

1

< x < ñ

2

êáé ïìüóçìï �ïõ á ü�áí �ï x âñßóêå�áé åê�üò.

2. Ä = 0 Ôü�å �ï �ñéþíõìï ðáßñíåé �ç ìïñöÞ

á

(

x +

â

2á

)
2

êáé óõìðåñáßíïõìå ü�é �ï �ñéþíõìï åßíáé ïìüóçìï �ïõ á, åê�üò �çò äéðëÞò ñßæáò üðïõ

ãéíå�áé ìçäÝí.

3. Ä < 0 Ôü�å −Ä = |Ä| êáé �ï �ñéþíõìï ãßíå�áé

á

((

x +

â

2á

)
2

+

|Ä|
4á

2

)

üðïõ óõìðåñáßíïõìå ü�é �ï �ñéþíõìï åßíáé ðÜí�á ïìüóçìï �ïõ á.

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280



116 "ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Óõíïøßæïõìå �á óõìðåñÜóìá�Ü ìáò ùò áêïëïýèùò. Ôï �ñéþíõìï áx

2

+ âx + ã, á 6= 0

ãßíå�áé :

• Å�åñüóçìï �ïõ á, ìüíï ü�áí Ä > 0 êáé ãéá �éò �éìÝò �ïõ x ðïõ âñßóêïí�áé ìå�áîý �ùí

ñéæþí.

• ÌçäÝí, ü�áí ç �éìÞ �ïõ x åßíáé êÜðïéá áðü �éò ñßæåò �ïõ �ñéùíýìïõ.

• Ïìüóçìï �ïõ á óå êÜèå Üëëç ðåñßð�ùóç.

Ôá ðñïçãïýìåíá óõìðåñÜóìá�á ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá �çí åðßëõóç áíéóþóåùí �çò

ìïñöÞò áx

2

+ âx + ã > 0 Þ áx

2

+ âx + ã < 0, á 6= 0 �éò ïðïßåò ïíïìÜæïõìå áíéóþóåéò 2

ïõ

âáèìïý.

4.2 Áíéóþóåéò 2

ïõ

Âáèìïý

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Ôï �ñéþíõìï −(x− 2)

2

Ý÷åé Ä < 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 Aí x

1

,x

2

ïé ñßæåò �ïõ áx

2

+ âx + ã, á 6= 0 �ü�å áx

2

+ âx + ã = á(x− x

1

)(x− x

2

) . . Ó Ë

3 ¢í Ýíá �ñéþíõìï Ý÷åé Ä < 0 �ü�å åßíáé ðÜí�á áñíç�éêü . . . . . . . . . . . Ó Ë

4 ¢í Ýíá �ñéþíõìï Ý÷åé Ä < 0 �ü�å äåí Ý÷åé ðñáãìá�éêÝò ñßæåò . . . . . . . . Ó Ë

5 ¢í Ýíá �ñéþíõìï Ý÷åé Ä > 0 �ü�å Ý÷åé äýï ðñáãìá�éêÝò ñßæåò, Üíéóåò . . . . Ó Ë

6 ¼�áí −2 < ë < 2 ç áíßóùóç x

2 − ëx + 1 > 0 åßíáé áëçèÞò ãéá êÜèå x . . . . . Ó Ë

7 Aí �ï áx

2

+ âx + ã, á 6= 0 Ý÷åé Ä < 0 �ü�å á ·Ä > 0 . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

8 Aí �ï áx

2

+ âx + ã, á 6= 0 Ý÷åé á · ã < 0 �ü�å Ä > 0 . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë
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4.2 Áíéóþóåéò 2

ïõ

Âáèìïý

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 4.2.1 Íá ëõèåß ç áíßóùóç

x

2 − 2x + 1 < 4

Ë

ý

óç 4.2.1 Ç áíßóùóç ãñÜöå�áé éóïäýíáìá

x

2 − 2x + 1 < 4

⇔ x

2 − 2x− 3 < 0

Ä = 16 > 0 êáé ïé ñßæåò åßíáé − 1 êáé 3 ïðü�å

⇔ (x + 1)(x− 3) < 0

Êá�áóêåõÜæïõìå Ýíá ðßíáêá ðñïóÞìùí

x

-1 3

x+1

-

0

+ + +

x-3

- - -

0

+

ÄçëáäÞ, �ï �ñéþíõìï (x − 1)(x − 3) ãßíå�áé áñíç�éêü ãéá x ∈ (−1� 3), ðïõ åßíáé êáé ïé

ëýóåéò �çò áñ÷éêÞò áíßóùóçò.

¢

óêçóç 4.2.2 Íá áðïäåßîå�å ü�é ç áíéóü�ç�á

−x2 +
√

2x− 1 < 0

éó÷ýåé ãéá êÜèå ðñáãìá�éêü áñéèìü x.

Ë

ý

óç 4.2.2 �éá �ï �ñéþíõìï �ïõ 1

ïõ

ìÝëïõò, Ý÷ïõìå

Ä = (

√

2)

2 − 4(−1)(−1)
= 2− 4 = −2 < 0

ïðü�å åßíáé ïìüóçìï �ïõ á = −1, äçëáäÞ ðÜí�á áñíç�éêü.
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¢

óêçóç 4.2.3 Íá ëõèåß ç áíßóùóç

x

2 − (1 +

√

3)x +

√

3 > 0

Ë

ý

óç 4.2.3 Âñßóêïõìå �ç äéáêñßíïõóá Ä. Åßíáé

Ä = â

2 − 4áã

=

(

−
(

1 +

√

3

)

)
2

− 4 · 1 ·
√

3

= 1 + 2

√

3 + 3− 4

√

3

= 1− 2

√

3 + 3 =

(

1−
√

3

)
2

Åßíáé Ä > 0 Üñá âñßóêïõìå ñßæåò: Åßíáé �ü�å

x

1�2

=

1 +

√
3± (1−

√
3)

2

⇔ x

1

= 1 êáé x

2

=

√

3

¸�óé ç áíßóùóç éóïäõíáìåß ìå

(x− 1)(x−
√

3) > 0

Åßíáé á = 1 > 0 êáé áðü �ç èåùñßá ãíùñßæïõìå ü�é �ï �ñéþíõìï ãßíå�áé ïìüóçìï �ïõ á ü�áí

�ï x âñßóêå�áé åê�üò �ùí ñéæþí. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, �ï �ñéþíõìï x

2 − (1 +

√
3)x +

√
3

ãßíå�áé èå�éêü ãéá x ∈ (−∞� 1)∪ (
√
3� +∞), ðïõ åßíáé êáé ïé ëýóåéò �çò áñ÷éêÞò áíßóùóçò. Ï

ðáñáêÜ�ù ðßíáêáò ðñïóÞìùí äåß÷íåé ðáñáó�á�éêü�åñá ü�é Ý÷ïõìå âñåß

x

1

√
3

x− 1

-

0

+ + +

x−
√
3

- - -

0

+

(x− 1)(x−
√
3)

+

0

-

0

+

¢

óêçóç 4.2.4 Íá áðïäåßîå�å ü�é ç áíéóü�ç�á

3x

2

2

+

1

6

≥ x

éó÷ýåé ãéá êÜèå ðñáãìá�éêü áñéèìü x.
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Ë

ý

óç 4.2.4 Ç áíéóü�ç�á ãñÜöå�áé éóïäýíáìá ùò

3x

2

2

− x +

1

6

≥ 0

êáé ãéá �ï �ñéþíõìï �ïõ 1

ïõ

ìÝëïõò, Ý÷ïõìå

Ä = â

2 − 4áã = (−1)2 − 4

3

2

1

6

= 0

ïðü�å �ï �ñéþíõìï åßíáé ïìüóçìï �ïõ á =

3

2

, äçëáäÞ ðÜí�á ≥ 0.

¢

óêçóç 4.2.5 Íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç

−x2 + (2ë− 1)x + 3ë + 10 = 0 (1)

Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò ãéá êÜèå ë ∈ R.
Ë

ý

óç 4.2.5 Åßíáé

Ä = (2ë− 1)

2 − 4(−1)(3ë + 10) = 4ë2 − 4ë + 1 + 12ë + 40

= 4ë

2

+ 8ë + 41 (2)

Áõ�ü åßíáé ðÜëé �ñéþíõìï ãéá �ï ïðïßï âñßóêïõìå íÝá äéáêñßíïõóá

Ä

Ä

= 8

2 − 4 · 4 · 41 = −592

ÅðåéäÞ ç äéáêñßíïõóá ãéá �ï (2) �ñéþíõìï åßíáé Ä

Ä

< 0, áõ�ü �ï �ñéþíõìï åßíáé ðÜí�á

ïìüóçìï �ïõ á = 4, äçëáäÞ ðÜí�á èå�éêü. Ìå Üëëá ëüãéá, ç äéáêñßíïõóá �ïõ áñ÷éêïý

�ñéùíýìïõ (1) åßíáé ðÜí�á èå�éêÞ, ïðü�å �ï áñ÷éêü �ñéþíõìï Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé

Üíéóåò ãéá êÜèå ë ∈ R.

¢

óêçóç 4.2.6 Äßíå�áé ç áíßóùóç

x

2 − x + (ê− 2) ≥ 0 (1) üðïõ

ê ∈ Z êáé ê

2 − 5ê− 6 < 0

Íá âñåèïýí ïé �éìÝò �çò ðáñáìÝ�ñïõ Ý�óé þó�å ç áíßóùóç (1) íá áëçèåýåé ãéá êÜèå x ∈ R.
Ë

ý

óç 4.2.6 �éá íá áëçèåýåé ç áíßóùóç (1) ãéá êÜèå x ∈ R, ðñÝðåé Ä ≤ 0. Ôü�å

Ä = 1− 4(ê− 2) ≤ 0

⇔ − 4ê + 9 ≤ 0⇔ ê ≥ 9

4

(2)

åðßóçò

ê

2 − 5ê− 6 < 0

⇔ (ê + 1)(ê− 6) < 0⇔ −1 < ê < 6 (3)

Áðü (2) êáé (3) ðñïêýð�åé ü�é

9

4

≤ ê < 6 êáé åðåéäÞ ê ∈ Z óõìðåñáßíïõìå ü�é ê ∈ {3� 4� 5}.
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4.2 Áíéóþóåéò 2

ïõ

Âáèìïý

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 4.2.7 Íá âñåèåß �ï ðñüóçìï �ùí �ñéùíýìùí :

1) 5x

2 − 3x− 2 2) − x

2

+ x + 2

3)

1

2

x

2 − x

4) 3x

2 − 6x− 2

5) 2x

2

+ 5x + 6 6) − x

2

+ 4x− 4

¢

óêçóç 4.2.8 Íá âñåèåß �ï ðñüóçìï �ùí �ñéùíýìùí :

1) 4x

2 − 4x + 1 2) − x

2

+ 2x− 1

3) x

2

+ x + 2 4) − 2x

2

+ x− 1

5) 2x

2

+ 3

6) − x

2

+

1

2

¢

óêçóç 4.2.9 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) x

2 − 9x + 14 > 0 2) 2x

2

+ x + 9 > 0

3) x

2 − 1 < 0 4) 3x

2

+ x + 2 > 0

5) x

2 − x + 3 ≤ 0 6) 4− x

2 ≥ 0

¢

óêçóç 4.2.10 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) x

2

+ 2x− 3 > 0 2) x

2 − 3x− 10 ≤ 0

3) − x

2

+ 3x + 4 ≤ 0 4) − x

2

+ 4x + 12 > 0

5) 2x

2

+ 5x− 3 ≥ 0 6) − 3x

2

+ 4x + 4 ≥ 0
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¢

óêçóç 4.2.11 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) x

2 − 4x + 4 ≥ 0 2) − x

2

+ 6x− 9 < 0

3) 2x

2 − 4x + 2 < 0 4) 4x

2

+ 4x + 1 ≤ 0

5) − x

2

+ 8x− 16 ≥ 0 6) 4x

2 − 12x + 9 > 0

¢

óêçóç 4.2.12 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ x óõíáëçèåýïõí ïé áíéóþóåéò :

1. 1− 2x < 0 êáé x

2 ≤ 11x− 10

2. 2x

2

< 1 êáé x(1− 2x) ≤ −1
3. x

2

< 16 êáé x

2

> 3x êáé x

2

> 4x− 4

¢

óêçóç 4.2.13 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) x

2 − x + 2 > 0 2) 2x

2 − 5x + 4 < 0

3) − x

2

+ 2x− 3 ≥ 0 4) − 3x

2

+ 3x− 1 ≤ 0

5) − x

2

+ 10x− 25 ≤ 0 6) 3x

2 − 6x + 3 < 0

¢

óêçóç 4.2.14 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) x

2 − 5x < 0 2) x

2

+ 3x ≥ 0

3) − x

2

+ 4x ≤ 0 4) − x

2

+ 6x ≥ 0

5) 2x

2 − 5x ≥ 0 6) − 3x

2

+ 4x > 0

¢

óêçóç 4.2.15 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) x

2 − 9 ≤ 0 2) x

2 − 16 ≤ 0

3) x

2

< 25

4)

x

2

1

≥ 18

5) 4x

2 − 25 > 0 6) − 9x

2

+ 16 ≥ 0
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¢

óêçóç 4.2.16 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) x

2

< 1 2) 4x

2

> 9

3) x

2

< 3 4) 1− 2x

2

< 0

5) 16x

2

> 9 6) − 25x

2

+ 64 > 0

¢

óêçóç 4.2.17 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) 5x

2

> x + 4

2) x(1− 2x) ≥ −1

3) (x− 1)

2

> x− 4 4) x

2

< 3x

5)

3x

2

< x

2

6) x− 1 <

5x

2 − 2

1

¢

óêçóç 4.2.18 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ x óõíáëçèåýïõí ïé áíéóþóåéò :

1. x

2 − 2x− 3 < 0 êáé −x2 + x + 2 ≥ 0

2. x

2

+ x− 2 ≥ 0 êáé x

2

+ 2x− 8 < 0

3. x

2

+ 4x− 5 > 0 êáé x

2 − 4 ≤ 0

¢

óêçóç 4.2.19 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) x

2 ≤ 3x 2) x

2

> −7x

3) − 2x

2 ≤ 4x

4) − x >

x

2

4

5) − x

6

≥ −x2
6) x ≤ −x2

¢

óêçóç 4.2.20 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) (3x− 2)

2

> 9 2) (5x− 3)

2

< 1

3) x

2 − 6x + 9 ≥ 0 4) 4x

2

> 4x− 1

5) 9x

2 ≤ 6x− 1 6) x

2

< 2x− 1
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¢

óêçóç 4.2.21 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) (x + 3)

3

> 4(2x + 3)

2) 4(x− 5)− (x− 4)(x + 4) ≥ 0

3) 2x(x− 2)− (x− 1)

2

< −4 4) 2(x− 3)(x + 3)− (x− 1)

2

< −11

5) (x + 1)

2 ≥ 5− x

2

6) x

2

+ 1− (x + 2)

2

5

> 0

¢

óêçóç 4.2.22 Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ x ãéá �éò ïðïßåò �ï �ñéþíõìï

x

2 − 14x + 25

ðáßñíåé �éìÝò ìåãáëý�åñåò �ïõ 5 êáé ìéêñü�åñåò �ïõ 26.

¢

óêçóç 4.2.23 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) x

2 − 5|x| + 6 > 0 2) (2x− 1)

2 − 3|2x− 1| + 2 < 0

3) x

2 − 6|x| + 8 > 0 4) x

4 − 10x

2

+ 9 ≥ 0

5) x

4 − 5x

2

+ 4 ≤ 0 6) 2x

2 − 5|x| + 2 > 0

¢

óêçóç 4.2.24 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1)

|x− 3|
|x + 1| ≥ 2 2)

|x + 2|
|x + 4| ≤

1

2

3) |1− x| − 3|x + 5| > 0 4) 2|x + 3| − 3|x− 3| ≤ 0

5) |x2 + 3x− 1| < 3 6) |x2 − 2x + 8| > 8

¢

óêçóç 4.2.25 Íá êÜíå�å �ïí ðßíáêá ðñïóÞìùí ãéá �ï �ñéþíõìï −x2+x+2 êáé íá ëýóå�å
�çí áíßóùóç

| − x

2

+ x + 2| ≤ 1− x(x + 6)

¢

óêçóç 4.2.26 Íá êÜíå�å �ïí ðßíáêá ðñïóÞìùí ãéá �ï �ñéþíõìï x

2

+x−6 êáé íá ëýóå�å

�çí áíßóùóç

|x2 + x− 6| ≤ 1x

2 − 3x + 2
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¢

óêçóç 4.2.27 Íá áðïäåßîå�å ü�é ãéá êÜèå x ∈ R éó÷ýåé :

1. x

2

+ 2x− 4 < 3x(x− 1)
2. (x− 3)(x + 3) > 2(2x− 7)
3. 28− (x + 2)2 > 2(x− 3)(x + 3)

¢

óêçóç 4.2.28 Íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç :

x

2 − (3ë− 1)x + (ë− 1)(ë + 1) = 0

Ý÷åé ðñáãìá�éêÝò ñßæåò ãéá ïðïéáäÞðï�å �éìÞ �ïõ ë ∈ R.

¢

óêçóç 4.2.29 Íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç :

x

2 − ëx = ë + 3

Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò ãéá ïðïéáäÞðï�å �éìÞ �ïõ ë ∈ R.

¢

óêçóç 4.2.30 Íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç :

x

2

+ (ë− 1)x + ë2 − ë + 1 = 0

äåí Ý÷åé ðñáãìá�éêÝò ñßæåò ãéá ïðïéáäÞðï�å �éìÞ �ïõ ë ∈ R.

¢

óêçóç 4.2.31 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R ïé ðáñáêÜ�ù åîéóþóåéò Ý÷ïõí ñßæåò

ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò.

1. x

2 − (2ë− 1)x− 2ë + 1 = 0

2. (ë + 1)x

2 − 2ëx = ë + 1� ë 6= −1

¢

óêçóç 4.2.32 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R ç åîßóùóç

x

2

+ (ë− 3)x + 6− ë = 0

Ý÷åé ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò ñßæåò.

¢

óêçóç 4.2.33 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R ç åîßóùóç

−x2 + (ë + 5)x− 3ë + 7 = 0

äåí Ý÷åé ðñáãìá�éêÝò ñßæåò.
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¢

óêçóç 4.2.34 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R ç åîßóùóç

(ë− 1)x2 − 2ëx + 3ë− 2 = 0

Ý÷åé äýï ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò.

¢

óêçóç 4.2.35 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R ç åîßóùóç

−2x2 + 3x + 2ë2 − 5ë + 12 = 0

Ý÷åé å�åñüóçìåò ñßæåò.

¢

óêçóç 4.2.36 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R �ï �ñéþíõìï :

(2ë− 1)x2 − 2ëx + 2ë− 1� ë 6= 1

2

åßíáé èå�éêü ãéá êÜèå x ∈ R.

¢

óêçóç 4.2.37 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R �ï �ñéþíõìï :

(ë− 1)x2 + 4x + ë + 2� ë 6= 1

åßíáé èå�éêü ãéá êÜèå x ∈ R.

¢

óêçóç 4.2.38 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R �ï �ñéþíõìï :

(ë− 1)x2 − 2(ë− 1)x− ë� ë 6= 1

åßíáé áñíç�éêü ãéá êÜèå x ∈ R.

¢

óêçóç 4.2.39 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R �ï �ñéþíõìï :

ëx

2

+ (ë− 3)x + ë� ë 6= 1

åßíáé áñíç�éêü ãéá êÜèå x ∈ R.
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4.3 Áíéóþóåéò �éíüìåíï & Áíéóþóåéò �çëßêï

Áíéóþóåéò �çò ìïñöÞò

Á(x)B(x) · · ·Ö(x) > 0 (< 0)

�éá íá âñïýìå �ï ðñüóçìï åíüò ãéíïìÝíïõ �çò ìïñöÞò P(x) = Á(x)B(x) · · ·Ö(x), âñßóêïõìå
�ï ðñüóçìï �ïõ êÜèå ðáñÜãïí�á îå÷ùñéó�Ü êáé êá�üðéí �ï ðñüóçìï üëïõ �ïõ ãéíïìÝíïõ

P(x).

Åäþ, óéùðçñÜ õðïèÝ�ïõìå ü�é ãíùñßæïõìå (Þ ìðïñïýìå íá âñïýìå) �éò ñßæåò êÜèå

ðáñÜãïí�á Á(x),B(x),· · ·,Ö(x). �éá áõ�Ü ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí, êÜèå ðáñÜãïí�áò èá

åßíáé êÜðïéï ðñù�ïâÜèìéï ðïëõþíõìï �çò ìïñöÞò áx + â Þ Ýíá �ñéþíõìï áx

2

+ âx + ã.

Áíéóþóåéò �çò ìïñöÞò

Á(x)

B(x)

> 0 (< 0)

ÅðåéäÞ

Á(x)

B(x)

> 0⇔ Á(x)� B(x) ïìüóçìá ⇔ Á(x) ·B(x) > 0

ç åðßëõóç �çò áíßóùóçò �ïõ ðçëéêïõ áíÜãå�áé ó�çí åðßëõóç �çò áíßóùóçò �ïõ ãéíïìÝíïõ

Á(x) ·B(x) > 0

4.3 Áíéóþóåéò �éíüìåíï & Áíéóþóåéò �çëßêï

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Éó÷ýåé (−1)(−2)(−3) · · · (−99) < 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 x− 1 > x− 3 êáé x− 2 > x− 4⇒ (x− 1)(x− 2) > (x− 3)(x− 4) . . . . . . . . . Ó Ë

3 ¢í 2 < x < 3 �ü�å (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) > 0 . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

4 Ôá ðïëõþíõìá (x− 2)37 êáé (x− 2) åßíáé ðÜí�ï�å ïìüóçìá . . . . . . . . . Ó Ë
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4.3 Áíéóþóåéò �éíüìåíï & Áíéóþóåéò �çëßêï

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 4.3.1 Íá âñåß�å �ï ðñüóçìï �ïõ

f(x) = (1− 3x)(2x + 4)(4− x)(x− 6)(7− x)

Ë

ý

óç 4.3.1 Âñßóêïõìå �éò ñßæåò �ùí ðñù�ïâÜèìéùí ðáñáãüí�ùí. Áõ�Ýò åßíáé

x =

1

3

� x = −2� x = 4� x = 6� x = 7

Êá�áóêåõÜæïõìå Ýíá ðßíáêá ðñïóÞìùí üðùò ðáñáêÜ�ù

x

-2

1|3

4

6 7

1-3x

+ + +

0

- - - - - - -

2x+4

-

0

+ + + + + + + + +

4-x

+ + + + +

0

- - - - -

x-6

- - - - - - -

0

+ + +

7-x

+ + + + + + + + +

0

-

f(x)

+

0

-

0

+

0

-

0

+

0

-

¢

óêçóç 4.3.2 Íá âñåèåß �ï ðñüóçìï �ïõ

f(x) = (2− x)6(x− 4)7(3− x)2004(5− x)2003

Ë

ý

óç 4.3.2 Âñßóêïõìå �éò ñßæåò �ùí ðñù�ïâÜèìéùí ðáñáãüí�ùí. Áõ�Ýò åßíáé

x = 2� x = 4� x = 3� x = 5

Êá�áóêåõÜæïõìå Ýíá ðßíáêá ðñïóÞìùí. Ôéò äõíÜìåéò ìå ðåñé��ïýò åêèÝ�åò �éò èåùñïýìå

óáí äýíáìç ìå åêèÝ�ç 1. Ôéò äõíÜìåéò ìå Üñ�éïõò åêèÝ�åò �éò èåùñïýìå èå�éêÝò.

x

2 3 4

5

(2− x)6 +

0

+ + + + + + +

(x− 4)7 - - - - -

0

+ + +

(3− x)2004 + + +

0

+ + + + +

(5− x)2003 + + + + + + +

0

-

f(x)

-

0

-

0

-

0

+

0

-
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¢

óêçóç 4.3.3 Íá ëõèåß ç áíßóùóç

(2x− 1)(1− 5x)(x

2 − 5x + 6) ≤ 0

Ë

ý

óç 4.3.3 Âñßóêïõìå �éò ñßæåò �ùí ðáñáãüí�ùí. Áõ�Ýò åßíáé

x =

1

2

� x =

1

5

� êáé x = 2 Þ x = 3

Êá�áóêåõÜæïõìå �ïí ðßíáêá �ùí ðñïóÞìùí. Ôï �ñéþíõìï, åðåéäÞ Ä = (−5)2 − 4 · 1 · 6 =

1 > 0, ãßíå�áé áñíç�éêü (å�åñüóçìï �ïõ á) ü�áí �ï x âñßóêå�áé åí�üò �ùí ñéæþí.

x 1|5 1|2

2

3

2x-1

- - -

0

+ + + + +

1-5x

+

0

- - - - - - -

(x-2)(x-3)

+ + + + +

0

-

0

+

f(x)

-

0

+

0

-

0

+

0

-

¢

óêçóç 4.3.4 Íá ëõèåß ç áíßóùóç

2x

x− 1

+

3x− 1

3x + 1

< 2

Ë

ý

óç 4.3.4 Ìå�áó÷çìá�ßæïõíå äéáäï÷éêÜ �çí ðáñÜó�áóç. Åßíáé ãéá x 6= −1
3

êáé x 6= 1 :

2x

x− 1

+

3x− 1

3x + 1

− 2 < 0

⇔ 2x(3x− 1) + (3x− 1)(x− 1)− 2(x− 1)(3x + 1)

(x− 1)(3x + 1)

< 0

⇔ 6x

2 − 2x + 3x

2 − 3x− x + 1− 6x

2 − 2x + 6x + 2

(x− 1)(3x + 1)

< 2

⇔ 3x

2 − 2x + 3

(x− 1)(3x + 1)

< 0⇔ (3x

2 − 2x + 3)(x− 1)(3x + 1) < 0

Ôï �ñéþíõìï 3x

2 − 2x + 3 Ý÷åé áñíç�éêÞ äéáêñßíïõóá êáé åßíáé ðÜí�á èå�éêü. ¸�óé Ý÷ïõìå :

x -1|3

1

x-1

- - -

0

+

3x + 1

-

0

+ + +

3x

2 − 2x + 3

+ + + + +

f(x)

+

∞ - ∞
+

¢ñá x ∈
(

−1

3

� 1

)

.
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¢

óêçóç 4.3.5 Íá ëõèåß ç áíßóùóç

1

x

≥ x

Ë

ý

óç 4.3.5 Ìå�áó÷çìá�ßæïõíå äéáäï÷éêÜ �çí áíßóùóç. Åßíáé ãéá x 6= 0 :

1

x

− x ≥ 0

⇔ 1− x

2

x

≥ 0

⇔ (1− x

2

)x ≥ 0 êáé x 6= 0

Ïé ñßæåò åßíáé ±1 êáé 0. Êá�áóêåõÜæïõìå �ïí ðßíáêá ðñïóÞìùí

x

-1 0 1

1− x

2

-

0

+ + +

0

-

x

- - -

0

+ + +

f(x)

+

0

- ∞
+

0

-

¢ñá x ∈ (−∞� 1℄ ∪ (0� 1℄.

¢

óêçóç 4.3.6 Íá ëõèåß ç áíßóùóç

(1− x)(x + 2) ≤ (x− 3)x

Ë

ý

óç 4.3.6 Ìå�áó÷çìá�ßæïõíå äéáäï÷éêÜ �çí áíßóùóç. ¸÷ïõìå :

(1− x)(x + 2)− (x− 3)x ≤ 0

⇔ x + 2− x

2 − 2x− x

2

+ 3x ≤ 0

⇔ − 2x

2

+ 2x + 2 ≤ 0

⇔ x

2 − x− 1 ≥ 0 äéáßñåóç ìå − 2

Ïé ñßæåò åßíáé

x

1�2

=

1±
√
5

2

Êá�áóêåõÜæïõìå �ïí ðßíáêá ðñïóÞìùí

x

1−
√
5

2

1+

√
5

2

x

2 − x− 1

+

0

-

0

+

f(x)

+

0

-

0

+

¢ñá x ∈ (−∞�

1−
√
5

2

℄ ∪ [1 +
√
5

2

� ∞).
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¢

óêçóç 4.3.7 Íá ëõèåß ç áíßóùóç

8

x− 2

≥ x

Ë

ý

óç 4.3.7 Ìå�áó÷çìá�ßæïõíå äéáäï÷éêÜ �çí áíßóùóç. Åßíáé ãéá x 6= 2 :

8

x− 2

− x ≥ 0

⇔ 8− x(x− 2)

x− 2

≥ 0

⇔ −x2 + 2x + 8
x− 2

≥ 0

⇔ (−x2 + 2x + 8)(x− 2) ≥ 0

�éá �ï �ñéþíõìï åßíáé Ä = 2

2 − 4(−1)8 = 36 êáé Ý÷åé ñßæåò

x

1

= −2 êáé x

2

= 4

Êá�áóêåõÜæïõìå �Ýëïò �ïí ðßíáêá ðñïóÞìùí

x

-2 2 4

x− 2

- - -

0

+ + +

−x2 + 2x + 8 -

0

+ + +

0

-

f(x)

+

0

- ∞
+

0

-

¢ñá x ∈ (−∞� − 2℄ ∪ (2� 4℄.
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4.3 Áíéóþóåéò �éíüìåíï & Áíéóþóåéò �çëßêï

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 4.3.8 Íá âñåß�å �ï ðñüóçìï �ïõ

f(x) = (2− 5x)(x− 3)(x + 7)

¢

óêçóç 4.3.9 Íá âñåß�å �ï ðñüóçìï �ïõ

f(x) = (1− x)

50

(x + 2)

51

(3− x)

52

(2x− 8)

53

¢

óêçóç 4.3.10 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò

1) (x

2 − 9x + 14)(x− 4) < 0 2) (x

2 − 2x + 1)(3x

2

+ 1)(2x− 1) > 0

3) (2x

2 − 5x− 7)(x

2 − 1)(3x

2

+ 7) < 0

¢

óêçóç 4.3.11 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò

1)

x

2 − 4

x + 1

> 0

2)

x

2

(x + 2)(x− 3)

3

(x + 4)

2

(x− 5)

5

≤ 0

3)

x

2 − 2

x

2 − 1

<

2

3

4)

x

2

8x + 20

> 1

¢

óêçóç 4.3.12 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò

1)

x

2

x + 1

> 2

2)

2

3x + 1

>

1

x + 1

− 1

x− 1

3) x

3

+ 1 > x

2

+ x 4) x

4 − 1 ≥ x

3 − x

¢

óêçóç 4.3.13 Íá ëõèåß �ï óýó�çìá áíéóþóåùí

−1 < 2x− 1

(x + 1)(x− 2)

< 1
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¢

óêçóç 4.3.14 Íá âñåß�å ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ x ∈ R �á ðñüóçìá �ùí ãéíïìÝíùí :

1) (x− 2)(x

2 − 3x− 4) 2) (x + 3)(−x2 − 3x + 10)

3) (4− x)(x

2 − 9) 4) (1− x)(−x2 + x + 6)

5) (x− 5)(x

2

+ 4x + 4) 6) (x + 2)(−x2 + x− 2)

¢

óêçóç 4.3.15 Íá âñåß�å ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ x ∈ R �á ðñüóçìá �ùí ãéíïìÝíùí :

1) (x− 1)(x− 2)(x− 3) 2) − (2x− 1)(x + 1)(3x− 1)

3) (3x− 1)(x

2 − 4) 4) (3x− x

2

)(x

2 − 1)

5) (x− 1)(x− 2)

2

6) (−2x + 1)(x− 2)

2

¢

óêçóç 4.3.16 Íá âñåß�å ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ x ∈ R �á ðñüóçìá �ùí ãéíïìÝíùí :

1) (3x− 1)(x

2

+ 5) 2) (5− x

2

)(|x| + 1)

3) 2x

3 − x

2 − x 4) − 3x

3

+ x

2

+ 2x

5) x

3

+ 8 6) 27x

3 − 1

¢

óêçóç 4.3.17 Íá ëõèåß ç áíßóùóç :

(x− 3)

1999

(x + 2)

2000

(x

2 − x)

2001 ≤ 0

¢

óêçóç 4.3.18 Íá âñåß�å ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ x ∈ R �á ðñüóçìá �ùí ãéíïìÝíùí :

1) (x

2 − 9)(x

2 − 4x− 5) 2) (x

2 − 1)(−x2 + 2x + 3)

3) (x

2

+ 2x + 4)(−x2 + 2x + 15) 4) (16− x

2

)(x

2

+ 4x)

5) (x

2 − x− 6)(−x2 + 6x− 9) 6) x(x

2 − 4)(x

2 − 4x + 4)
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¢

óêçóç 4.3.19 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) (x− 2)(x

2

+ 2x− 3) > 0 2) (x

2

+ 3x− 4)(x

2 − 3x + 2) < 0

3) (x

2 − 3x + 2)(1− x

2

)(x

2

+ x + 2) > 0 4) (x− 3)(x

2 − 4x + 3) ≤ 0

5) (x

2 − 4)(−x2 + 3x + 10) ≥ 0 6) (x

2 − 7x + 12)(−x2 + 5x− 6) ≤ 0

¢

óêçóç 4.3.20 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) (x− 1)(x− 2)(x− 5) > 0 2) (−x + 1)(−5x− 3)(x + 2) ≥ 0

3) (3x− 1)(x

2

+ 5)(x

2 − 4) < 0

4) (−3x− 2)(x− 1)(5 + 2x) ≤ 0

5) (7− x)(8x + 12)(6x− 12) ≤ 0

6) (x

3 − x)(−x2 + x− 5) > 0

¢

óêçóç 4.3.21 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) (x− 1)(x− 2)

2

> 0 2) (x + 1)(x− 1)

2 ≤ 0

3) x

3

> 1 4) (x

2 − 4)(x

2 − 5x + 6) < 0

5) (3x− 2)(x

2 − 2x + 1) ≥ 0 6) x

3

+ 8 ≤ 0

¢

óêçóç 4.3.22 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R ç áíßóùóç :

x

2

+ ëx− 1

2x

2 − 2x + 3

< 1

áëçèåýåé ãéá êÜèå x ∈ R.

¢

óêçóç 4.3.23 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1) x

3

+ 4x

2 − 12x ≥ 0 2) x

3

+ 3x

2

< 4x + 12

3) x

5 − 5x

3

+ 4x < 0 4) 4x

2

+ 5x > x

3

5) x

4

> 8x 6) x

4 − 16 ≤ 0
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¢

óêçóç 4.3.24 Íá âñåß�å �éò êïéíÝò ëýóåéò �ùí áíéóþóåùí :

1) (x + 2)(x

2 − 4x) ≤ 0

êáé

(x− 2)(x

2

+ 4x + 3) > 0

2) (x− 2)(x

2

+ 2x− 15) ≥ 0

êáé

(x

3 − 1)(5x

2 − x + 4)(x + 3) > 0

3) (x− 2)(x

2

+ x− 2) < 0

êáé −x3 − 2x

2

+ 15x ≤ 0

¢

óêçóç 4.3.25 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1)

3

x + 4

≥ 0 2)

x− 2

x + 4

≥ 0

3)

x + 3

6− x

≥ 0 4)

−2
3− x

< 0

5)

5− x

x + 1

≥ 0

6)

1− x

4− x

≥ 0

¢

óêçóç 4.3.26 Íá ëõèïýí ïé áíéóþóåéò :

1)

3x

2x

2

+ 1

> 1

2)

x

x

2 − 4

> 0

3)

7x

2 − x− 6

9− x

2

≤ 0

4)

x

x

2 − x + 1

< 1

5)

x

2 − 3x

4x

2 − 1

≤ 0

6)

x

2

x + 2

> 1
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

�ñüïäïé

5.1 Áêïëïõèßåò

Áí óå êÜèå öõóéêü áñéèìü 1� 2� 3� · · · � áí�éó�ïé÷ßóïõìå Ýíá ðñáãìá�éêü áñéèìü á

í

, ëÝìå

�ü�å ü�é ïé áñéèìïß

á

1

� á

2

� á

3

� · · ·á
í

· · · �

ó÷çìá�ßæïõí ìßá áêïëïõèßá. ÄçëáäÞ, áêïëïõèßá ðñáãìá�éêþí áñéèìþí åßíáé ìéá áí�éó�ïß-

÷éóç �ùí öõóéêþí áñéèìþí 1� 2� 3� · · · � ó�ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò. Êáëïýìå �ïí á

1

ðñþ�ï üñï �çò áêïëïõèßáò, �ïí á

2

äåý�åñï üñï �çò áêïëïõèßáò êáé ãåíéêÜ �ïí á

í

íéïó�ü

üñï �çò áêïëïõèßáò.

Áõ�Þ ç áí�éó�ïß÷éóç �ùí öõóéêþí ó�ïõò ðñáãìá�éêïýò, äçëáäÞ ï ðñïóäéïñéóìüò ìéáò

áêïëïõèßáò, ãßíå�áé óõíÞèùò ìå Ýíáí áðü �ïõò ðáñáêÜ�ù �ñüðïõò :

1. Ï á

í

äßíå�áé óõíáñ�Þóåé �ïõ í. ËÝìå �ü�å ü�é ç áêïëïõèßá Ý÷åé êëåéó�ü �ýðï.

�áñáäåßãìá�á :

i) á

í

= (−1)í = 1� − 1� 1� − 1� 1� · · · �

ii) á

í

=

1

í

= 1�

1

2

�

1

3

�

1

4

�

1

5

� · · · �

iii) á

í

= í

2

= 1� 4� 9� 16� 25� · · · �

iv) á

í

=

2í

2

+ 1

3í

=

3

3

�

9

6

�

19

9

�

33

12

�

51

15

� · · · �

2. Ï á

í

äßíå�áé ìå áíáäñïìéêü �ýðï, äçëáäÞ óõíáñ�Þóåé �ïõ ðñïçãïýìåíïõ (Þ áìÝóùò

ðñïçãïýìåíùí) üñùí. �áñáäåßãìá�á :

i) á

í

= 2á

í−1 + 1� á

1

= 1 = 1� 3� 7� 15� 31� · · · �
ii) á

í

= á

í−1 + áí−2� á

1

= 1�á

2

= 2 = 1� 2� 3� 5� 8� 13� · · · � (fibonai)

3. Ï á

í

äßíå�áé ðåñéöñáó�éêÜ. �áñáäåßãìá�á :

i) Ç áêïëïõèßá �ùí ðñþ�ùí áñéèìþí. = 2� 3� 5� 7� 11� · · · � ãéá �çí ïðïßá äåí Ý÷åé

âñåèåß ùò �þñá êëåéó�üò Þ áíáäñïìéêüò �ýðïò.

ii) Ï á

í

åßíáé �ï íéïó�ü øçößï ìå�Ü �çí õðïäéáó�ïëÞ ó�çí äåêáäéêÞ áíÜð�õîç �ïõ ð.

= 1� 4� 1� 5� 9� · · · �

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280



136 "ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

�áñá�çñÞóåéò - Ó÷üëéá

1. ¸ó�ù á

1

� á

2

� á

3

� · · ·á
í

· · · � ìéá ïðïéáäÞðï�å áêïëïõèßá, �ü�å âÜóç áõ�Þò ìðïñïýìå íá

ïñßóïõìå ìéá íÝá áêïëïõèßá S

1

� S

2

� S

3

� · · ·S
í

· · · � ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí �çò (á

í

), ùò

áêïëïýèùò

S

1

= á

1

S

2

= á

1

+ á

2

S

3

= á

1

+ á

2

+ á

3

· · ·
S

í−1 = á1 + á2 + á3 + · · · + á
í−1

S

í

= á

1

+ á

2

+ á

3

+ · · · + á
í−1 + áí

Åßíáé �ü�å ðñïöáíÝò ü�é áí ãíùñßæïõìå (Ý÷ïõìå êÜðïéï �ýðï), ãéá �çí áêïëïõèßá �ùí

ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí S

í

�ü�å ãíùñßæïõìå êáé �çí á

í

, äéü�é éó÷ýåé :

á

í

= S

í

−S

í−1

2. Ó�çí åõèåßá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí, áðü êáé �ïí öõóéêü ê Ýùò êáé �ïí öõóéêü

í� ê < í, õðÜñ÷ïõí (í − ê + 1) öõóéêïß áñéèìïß åíþ ðñïóäéïñßæïí�áé (í − ê) ìïíáäéáßá

äéáó�Þìá�á.

3. ¢í á,â èå�éêïß áêÝñáéïé üðïõ á < â �ü�å

ðïëëáðëÜóéá �ïõ á ≤ â = áêÝñáéï ìÝñïò �ïõ

(
â

á

)

=

⌊
â

á

⌋

5.1 Áêïëïõèßåò

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 ÕðÜñ÷ïõí áêïëïõèßåò ãéá �éò ïðïßåò äåí ãíùñßæïõìå Ýùò �þñá Ýíá êëåéó�ü Þ Ýíá

áíáäñïìéêü �ýðï. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 ÅÜí Ý÷ïõìå Ýíá êëåéó�ü �ýðï ãéá �á ìåñéêÜ áèñïßóìá�á ìéáò áêïëïõèßáò, �ü�å Ý÷ïõìå

êáé êëåéó�ü �ýðï ãéá �çí áêïëïõèßá. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë
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5.1 Áêïëïõèßåò

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 5.1.1 Íá âñåß�å �ïõò ðÝí�å ðñþ�ïõò üñïõò �ùí áêïëïõèéþí :

1) á

í

= 2í + 1

2) á

í

=

2

í

í

í

3) á

í

=

í− 1
í + 1

4) á

í

=

(−1)í
í

Ë

ý

óç 5.1.1

1.

á

í

= 2í + 1

á

1

= 2 · 1 + 1 = 3� á

2

= 2 · 2 + 1 = 5� á

3

= 2 · 3 + 1 = 7�

á

4

= 2 · 4 + 1 = 9� á

5

= 2 · 5 + 1 = 11�

2.

á

í

=

2

í

í

í

á

1

=

2

1

1

1

= 2� á

2

=

2

2

2

2

= 1� á

3

=

2

3

3

3

=

8

27

�

á

4

=

2

4

4

4

=

16

256

� á

5

=

2

5

5

5

=

32

3125

�

3.

á

í

=

í− 1
í + 1

á

1

=

1− 1
1 + 1

= 0� á

2

=

2− 1
2 + 1

=

1

3

� á

3

=

3− 1
3 + 1

=

1

2

�

á

4

=

4− 1
4 + 1

=

3

5

� á

5

=

5− 1
5 + 1

=

2

3

�

4.

á

í

=

(−1)í
í

á

1

=

(−1)1
1

= −1� á

2

=

(−1)2
2

=

1

2

� á

3

=

(−1)3
3

= −1
3

�

á

4

=

(−1)4
4

=

1

4

� á

5

=

(−1)5
5

= −1
5

�
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¢

óêçóç 5.1.2 Íá âñåß�å �ïõò ðÝí�å ðñþ�ïõò üñïõò �ùí áêïëïõèéþí :

1) á

í

= çì

íð

4

2) á

í

=

(

1 +

1

í

)
í

3) á

í

= 1−
(

−1
2

)
í

4) á

í

=

√
í + 1

í

Ë

ý

óç 5.1.2

1.

á

í

= çì

íð

4

á

1

= çì

1 ·ð
4

=

√
2

2

� á

2

= çì

2 ·ð
4

= 1� á

3

= çì

3 ·ð
4

=

√
2

2

�

á

4

= çì

4 ·ð
4

= 0� á

5

= çì

5 ·ð
4

= −
√
2

2

�

2.

á

í

=

(

1 +

1

í

)
í

á

1

=

(

1 +

1

1

)
1

= 2� á

2

=

(

1 +

1

2

)
2

=

(
3

2

)
2

=

9

4

�

á

3

=

(

1 +

1

3

)
3

=

(
4

3

)
3

=

64

27

� á

4

=

(

1 +

1

4

)
4

=

(
5

4

)
4

=

625

256

�

á

5

=

(

1 +

1

5

)
5

=

(
6

5

)
5

=

7776

3125

�

3.

á

í

= 1−
(

−1
2

)
í

á

1

= 1−
(

−1
2

)
1

= 1 +

1

2

=

3

2

� á

2

= 1−
(

−1
2

)
2

= 1− 1

4

=

3

4

�

á

3

= 1−
(

−1
2

)
3

= 1 +

1

8

=

9

8

� á

4

= 1−
(

−1
2

)
4

= 1− 1

16

=

15

16

�

á

5

= 1−
(

−1
2

)
5

= 1 +

1

32

=

33

32

�

4.

á

í

=

√
í + 1

í

á

1

=

√
1 + 1

1

=

√

2� á

2

=

√
2 + 1

2

=

√
3

2

� á

3

=

√
3 + 1

3

=

2

3

�

á

4

=

√
4 + 1

4

=

√
5

4

� á

5

=

√
5 + 1

5

=

√
6

5

�
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¢

óêçóç 5.1.3 Íá âñåß�å �ïõò ðÝí�å ðñþ�ïõò üñïõò �ùí áêïëïõèéþí :

1) á

í+1

=

1

1 + á

í

á

1

= 1

2) á

í+1

= á

2

í

+ 1

á

1

= 0

3) á

í+1

= 2á

í

+ 1

á

1

= 1

4) á

í+1

= á

í

+ á

í−1

á

2

= 2

á

1

= 1

Ë

ý

óç 5.1.3

1.

á

1

= 2� á

2

=

1

1 + 1

=

1

2

�

á

3

=

1

1 + á

2

=

1

1 +

1

2

=

2

3

� á

4

=

1

1 + á

3

=

1

1 +

2

3

=

6

5

�

á

5

=

1

1 + á

4

=

1

1 +

6

5

=

5

11

�

2.

á

1

= 0� á

2

= á

2

1

+ 1 = 0 + 1 = 1�

á

3

= á

2

2

+ 1 = 1

2

+ 1 = 2� á

4

= á

2

3

+ 1 = 2

2

+ 1 = 5�

á

5

= á

2

4

+ 1 = 5

2

+ 1 = 26�

3.

á

1

= 1� á

2

= 2á

1

+ 1 = 2 + 1 = 3�

á

3

= 2á

2

+ 1 = 2 · 3 + 1 = 7� á

4

= 2á

3

+ 1 = 2 · 7 + 1 = 15�

á

5

= 2á

4

+ 1 = 2 · 15 + 1 = 31�

4.

á

1

= 1� á

2

= 2�

á

3

= á

2

+ á

1

= 2 + 1 = 3� á

4

= á

3

+ á

2

= 3 + 2 = 5�

á

5

= á

4

+ á

3

= 5 + 3 = 8�

¢

óêçóç 5.1.4 Âñåß�å �ïí áíáäñïìéêü �ýðï ãéá �çí áêïëïõèßá :

á

í

= 11í + 13

Ë

ý

óç 5.1.4 ÅðåéäÞ

á

í+1

− á
í

= 11(í + 1) + 13− (11í + 13) = 11

ï áíáäñïìéêüò �ýðïò åßíáé

á

í+1

= á

í

+ 11 üðïõ

á

1

= 24
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¢

óêçóç 5.1.5 Íá ïñßóå�å áíáäñïìéêÜ �éò áêïëïõèßåò :

1) á

í

= í + 5 2) á

í

= 2

í

3) á

í

= 2

í − 1 4) á

í

= 5í + 3

Ë

ý

óç 5.1.5

1.

á

í+1

− á
í

= (í + 1) + 5− (í + 5) = 1

⇔ á

í+1

= á

í

+ 1 êáé á

1

= 6

2.

á

í+1

á

í

=

2

í+1

2

í

= 2

⇔ á

í+1

= 2á

í

êáé á

1

= 2

3.

á

í+1

− á
í

= 2

í+1 − 1− 2í + 1 = 2

í

⇔ á

í+1

= á

í

+ 2

í

êáé á

1

= 2

¼ìùò á

í

= 2

í − 1⇔ 2

í

= á

í

+ 1 Üñá �åëéêÜ

⇔ á

í+1

= 2á

í

+ 1 êáé á

1

= 1

4.

á

í+1

− á
í

= 5(í + 1) + 3− (5í + 3)
⇔ á

í+1

− á
í

= 5í + 5 + 3− 5í− 3
⇔ á

í+1

− á
í

= 5

⇔ á

í+1

= á

í

+ 5 êáé á

1

= 8

¢

óêçóç 5.1.6 Âñåß�å �ïí áíáäñïìéêü �ýðï ãéá �çí áêïëïõèßá :

á

í

= 3 · 2í + 1

Ë

ý

óç 5.1.6 Èá ðñÝðåé íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é ãéá ðáñüìïéåò áóêÞóåéò äåí õðÜñ÷åé

óõãêåêñéìÝíïò áëãïñéèìéêüò �ñüðïò åðßëõóçò. �éá �ç óõãêåêñéìÝíç Üóêçóç, ïäçãïýìåíïé

áðü ìáèçìá�éêÞ äéáßóèçóç, Þ áðü Üëëç óêïðéÜ áí èÝëå�å, ãéá íá �çí êáëëéåñãÞóïõìå,

áò èåùñÞóïõìå �ç äéáöïñÜ á

í

− 2á
í−1. Èá åßíáé �ü�å :

á

í+1

− 2á
í

= 3 · 2í+1 + 1− 2(3 · 2í + 1)
= 3 · 2í+1 + 1− 3 · 2í+1 − 2 = −1
Üñá ï áíáäñïìéêüò �ýðïò åßíáé

á

í+1

= 2á

í

− 1 üðïõ

á

1

= 7
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¢

óêçóç 5.1.7 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �ùí áêïëïõèéþí

1) á

í+1

= á

í

+ 1

á

1

= 1

2) á

í+1

= 5á

í

á

1

= 3

Ë

ý

óç 5.1.7

�éá �çí 1) åßíáé

á

2

= á

1

+ 2

á

3

= á

2

+ 2

á

4

= á

3

+ 2

· · ·
á

í−1 = áí−2 + 2

á

í

= á

í−1 + 2

�ñïóèÝ�ïí�áò êá�á ìÝëç

⇔ á

í

= á

1

+ 2(í− 1)
⇔ á

í

= 1 + 2í− 2
⇔ á

í

= 2í− 1

�éá �çí 2) åßíáé

á

2

= 5á

1

á

3

= 5á

2

á

4

= 5á

3

· · ·
á

í−1 = 5áí−2

á

í

= 5á

í−1

�ïëëáðëáóéÜæïí�áò êá�á ìÝëç

⇔ á

í

= 5

í−1
á

1

⇔ á

í

= 3 · 5í−1

¢

óêçóç 5.1.8 Ôá ìåñéêÜ áèñïßóìá�á ìéáò áêïëïõèßáò á

í

äßíïí�áé áðü �ïí �ýðï

S

í

=

í

í + 1

Íá âñåß�å �ïí �ýðï �çò áêïëïõèßáò á

í

.

Ë

ý

óç 5.1.8 Èá åßíáé

á

í

= S

í

−S
í−1

=

í

í + 1

− í− 1
í

=

í

2 − (í− 1)(í + 1)
í(í + 1)

=

í

2 − í2 + 1
í(í + 1)

=

1

í(í + 1)

Åñìçíåýïí�áò �ï áðï�Ýëåóìá äéáöïñå�éêÜ, Ý÷ïõìå áðïäåßîåé ü�é

1

1 · 2 +

1

2 · 3 +

1

3 · 4 + · · · + 1

(í− 1) · í +
1

í · (í + 1) =
í

í + 1
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5.1 Áêïëïõèßåò

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 5.1.9 Íá âñåß�å �ïõò ðÝí�å ðñþ�ïõò üñïõò �ùí áêïëïõèéþí :

1) 1− 1

2

í

2) 2í

2

+ 4í− 7

3)

1

í

çì

ðí

2

4)

2í + 5

3

í

¢

óêçóç 5.1.10 Íá âñåß�å �ïõò ðÝí�å ðñþ�ïõò üñïõò �ùí áêïëïõèéþí :

1)

í√
1 + í

2

2)

í

2

+ 1

2í

3)

(

2 +

1

í

)
2

4)

í

2

+ 3

5− í2

¢

óêçóç 5.1.11 Íá ïñßóå�å áíáäñïìéêÜ �éò áêïëïõèßåò :

1) á

í

= 3(í− 1) + 1 2) á

í

= 7í + 10

¢

óêçóç 5.1.12 Ôá ìåñéêÜ áèñïßóìá�á ìéáò áêïëïõèßáò á

í

äßíïí�áé áðü �ïí �ýðï

S

í

= í

2

Íá âñåß�å �ïí �ýðï �çò áêïëïõèßáò á

í

.

¢

óêçóç 5.1.13 Ôá ìåñéêÜ áèñïßóìá�á ìéáò áêïëïõèßáò á

í

äßíïí�áé áðü �ïí �ýðï

S

í

= í

3

Íá âñåß�å �ïí �ýðï �çò áêïëïõèßáò á

í

.
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5.2 Áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò

Ìéá áêïëïõèßá (á

í

) ïíïìÜæå�áé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò, ü�áí ç äéáöïñÜ ù ïðïéïõäÞðï�å

üñïõ �çò áðü �ïí áìÝóùò ðñïçãïýìåíï �ïõ åßíáé ó�áèåñÞ. Éó÷ýåé äçëáäÞ ï áíáäñïìéêüò

�ýðïò

á

í+1

− á
í

= ù

Ìå äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝò �ïõ áíù�Ýñïõ áíáäñïìéêïý �ýðïõ ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå

�ïí (êëåéó�ü) �ýðï ãéá �ïí íéïó�ü üñï á

í

ìéáò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ, ùò åîÞò :

á

2

= á

1

+ù

á

3

= á

2

+ù

á

4

= á

3

+ù

· · ·
á

í−1 = á

í−2 +ù

á

í

= á

í−1 +ù

ïðü�å ðñïóèÝ�ïí�áò êá�Ü ìÝëç, ðáßñíïõìå :

á

í

= á

1

+ (í− 1) ù

Åýêïëá ìå �ïí ßäéï �ñüðï áðïäåéêíýåé êÜðïéïò ü�é ãåíéêÜ éó÷ýåé :

á

í

− á
ê

= (í− ê) ù

Áñéèìç�éêüò ìÝóïò Ôï çìéÜèñïéóìá äýï áñéèìþí á êáé ã ïíïìÜæå�áé áñéèìç�éêüò

ìÝóïò �ùí á,ã. Ïé ðáñáêÜ�ù éóïäõíáìßåò áðïäåéêíýïõí ü�é : Ïé áñéèìïß á,â êáé ã åßíáé

äéáäï÷éêïß üñïé ìéáò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ áí êáé ìüíï áí éó÷ýåé

â =

á + ã

2

Áðïäåéêíýïõìå îåêéíþí�áò áðü �ïí ïñéóìü

á� â� ã� äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ

⇔ â− á = ã− â
⇔ 2â = á + ã

⇔ â =

á + ã

2

Áèñïéóìá í äéáäï÷éêþí üñùí áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ Åíá áðü �á åñù�Þìá�á ðïõ

ìáò åíäéáöÝñïõí ó�éò áêïëïõèßåò, åßíáé �ï Üèñïéóìá �ùí í ðñþ�ùí üñùí �çò. Ó�çí

ðåñßð�ùóç �ùí áñéèìç�éêþí ðñïüäùí áõ�ü ãßíå�áé åýêïëï ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï áêüëïõ-

èï �Ý÷íáóìá :
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S

í

= á

1

+ (á

1

+ù) + (á

1

+ 2ù) + · · · +
(

á

1

+ (í− 2)ù

)

+

(

á

1

+ (í− 1)ù

)

S

í

= á

í

+ (á

í

−ù) + (á

í

− 2ù) + · · · +
(

á

í

− (í− 2)ù

)

+

(

á

í

− (í− 1)ù

)

�ñïóèÝ�ïí�áò êá�Ü ìÝëç, ðáßñíïõìå ãéá �ï Üèñïéóìá �ùí í ðñþ�ùí üñùí

2S

í

= (á

1

+ á

í

) + (á

1

+ á

í

) + (á

1

+ á

í

) + · · · + (á
1

+ á

í

) + (á

1

+ á

í

)

⇔ 2S

í

= í(á

1

+ á

í

)

Ïðü�å �åëéêÜ

S

í

=

í(á

1

+ á

í

)

2

ÊÜíïí�áò ÷ñÞóç �ïõ �ýðïõ á

í

= á

1

+ (í− 1) ù Ý÷ïõìå åðßóçò ü�é

S

í

=

í

2

(

2á

1

+ (í− 1)ù

)

�áñá�çñÞóåéò - Ó÷üëéá

1. Ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò ïñßæå�áé ðëÞñùò áí ãíùñßæïõìå Ýíáí áñéèìçìÝíï üñï �çò êáé

�ç äéáöïñÜ �çò. �éá ðáñÜäåéãìá, áí ãíùñßæïõìå �ïí á

6

, �ü�å ï �ýðïò �çò áñéèìç�éêÞò

ðñïüäïõ åßíáé

á

í

= á

6

+ (í− 6) ù

2. Ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò ïñßæå�áé ðëÞñùò áí ãíùñßæïõìå äýï áñéèìçìÝíïõò üñïõò

�çò. �éá ðáñÜäåéãìá, áí ãíùñßæïõìå �ïõò á

8

êáé á

15

, �ü�å ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñß-

óïõìå �ç äéáöïñÜ áðü �ç ó÷Ýóç

ù =

á

15

− á

8

15− 8

êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï ðñþ�ï ó÷üëéï íá ãñÜøïõìå �ï ãåíéêü �ýðï ùò

á

í

= á

8

+ (í− 8)

á

15

− á

8

15− 8

Þ

á

í

= á

15

+ (í− 15)

á

15

− á

8

15− 8

3. ¸ó�ù (á

í

) ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò, üðïõ èåùñïýìå êÜðïéïí �õ÷áßï üñï �çò á



ùò

êÝí�ñï (óçìåßï áíáöïñÜò). Ôü�å ìðïñïýìå íá äéá�õðþóïõìå : Ôï Üèñïéóìá �ùí

üñùí ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü �ï êÝí�ñï åßíáé ó�áèåñü. ÓõìâïëéêÜ, ãéá êÜèå öõóéêïýò

ê ≤ ë <  èá éó÷ýåé :

á

−ê

+ á

+ê

= á

−ë

+ á

+ë

4. Ïé �ýðïé

á

í

= á

1

+ (í− 1) ù

S

í

=

í

2

(

2á

1

+ (í− 1)ù

)
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ðåñéÝ÷ïõí ðÝí�å áãíþó�ïõò (á

í

� á

1

� í� ù� S

í

). Áí ãíùñßæïõìå �ñåéò áðü áõ�ïýò �ü�å

ïé ðáñáðÜíù åîéóþóåéò ðñïóäéïñßæïõí Ýíá óýó�çìá ìå äýï áãíþó�ïõò. Åðéëýïí�áò

�ï óýó�çìá ìðïñïýìå íá âñïýìå �ïõò õðüëïéðïõò äýï.

5.2 Áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Ç áêïëïõèßá (á

í

) ìå á

í+1

= á

í

+ 5 åßíáé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò. . . . . . . . . Ó Ë

2 Ç áêïëïõèßá (á

í

) ìå á

í+1

= á

í

+ á

í−1 åßíáé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò. . . . . . . . Ó Ë

3 Ç áêïëïõèßá (á

í

) ìå á

í

= 3 · í + 7 åßíáé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò. . . . . . . . . Ó Ë

4 Áí ïé áñéèìïß á, â, ã åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ �ü�å á + ã = â Ó Ë

5 Ç áêïëïõèßá 2,4,8,... åßíáé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

6 Ç áêïëïõèßá 2,5,8,... åßíáé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

7 Ïé áñéèìïß −4, −1, 2 åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ . . . . . . Ó Ë

8 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï ìå äéáöïñÜ ù éó÷ýåé: á

4

= á

1

+ 4ù . . . . . . . . Ó Ë

9 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï (áí) éó÷ýåé: 2á

6

= á

4

+ á

8

. . . . . . . . . . . . Ó Ë

10 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï (áí) éó÷ýåé: á

4

+ á

8

= á

2

+ á

10

. . . . . . . . . . Ó Ë

11 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï (áí) éó÷ýåé: á

2

+ á

3

+ á

4

+ á

5

= á

7

+ á

8

+ á

9

+ á

10

. Ó Ë

5.2 Áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 5.2.1 Íá äåé÷èåß ü�é ç áêïëïõèßá á

í

= 3í+2, í ∈ N åßíáé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò êáé

íá âñåèïýí �á á

1

êáé ù.

Ë

ý

óç 5.2.1 �éá êÜèå í ∈ N Ý÷ïõìå:

á

í+1

− á
í

= 3(í + 1) + 2− (3í + 2) = 3í + 3 + 2− 3í− 2 = 3

¢ñá åßíáé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò ìå ù = 3 êáé á1 = 3 · 1 + 2 = 5.
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¢

óêçóç 5.2.2 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ 7� 10� 13� · · ·
Ë

ý

óç 5.2.2

á

í

= á

1

+ (í�1)ù = 7 + (í�1)3 = 7 + 3í�3 = 3í + 4

¢

óêçóç 5.2.3 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ 11� 13� 15� · · ·
Ë

ý

óç 5.2.3

á

í

= á

1

+ (í�1)ù

= 11 + (í�1)2 = 11 + 2í�2 = 2í + 9

¢

óêçóç 5.2.4 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ 5� 2� − 1� · · ·
Ë

ý

óç 5.2.4

á

í

= á

1

+ (í�1)ù

= 5 + (í�1)(�3) = 5�3í + 3 = �3í + 8

¢

óêçóç 5.2.5 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ 2�

5

2

� 3� · · ·

Ë

ý

óç 5.2.5

á

í

= á

1

+ (í�1)ù

= 2 + (í�1)

1

2

= 2 +

í

2

− 1

2

=

í

2

+

3

2

¢

óêçóç 5.2.6 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ −6� − 9� − 12� · · ·
Ë

ý

óç 5.2.6

á

í

= á

1

+ (í�1)ù

= �6 + (í�1)(�3) = �6�3í + 3 = �3í�3

¢

óêçóç 5.2.7 Íá âñåß�å �ïí á

15

üñï �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ −2� 3� 8� · · ·
Ë

ý

óç 5.2.7

á

15

= á

1

+ (15�1)ù

= �2 + 14 · 5 = −2 + 70 = 68
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¢

óêçóç 5.2.8 Íá âñåß�å �ïí á

20

üñï �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ 11� 18� 25� · · ·
Ë

ý

óç 5.2.8

á

20

= á

1

+ (20�1)ù

= 11 + 19 · 7 = 11 + 133 = 144

¢

óêçóç 5.2.9 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï, (á

í

) åßíáé á

6

= 12 êáé á

10

= 16, íá âñåß�å �ïí á

1

êáé �ç äéáöïñÜ �çò ðñïüäïõ.

Ë

ý

óç 5.2.9

1. �ñþ�ïò �ñüðïò, ëýíïõìå �ï óýó�çìá







á

6

= 12

á

10

= 16

⇔







á

1

+ (6− 1)ù = 12

á

1

+ (10− 1)ù = 16

⇔







á

1

+ 5ù = 12

á

1

+ 9ù = 16

⇔







á

1

= 12− 5ù

á

1

+ 9ù = 16

⇔







á

1

= 12− 5ù

12− 5ù+ 9ù = 16

⇔
{
á

1

= 12− 5ù

4ù = 4

⇔
{
á

1

= 12− 5 = 7

ù = 1

2. Äåý�åñïò �ñüðïò, áðü �ïí �ýðï

á

10

− á
6

= (10− 6)ù

⇔ ù =

16− 12
10− 6 = 1

�ü�å

á

6

= 12⇔ á

1

+ (6− 1)ù = 12⇔ á

1

= 12− 5ù = 12− 5 = 7

¢

óêçóç 5.2.10 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï, (á

í

) åßíáé á

5

= 14 êáé á

12

= 42, íá âñåß�å �ïí

á

1

êáé �ç äéáöïñÜ �çò ðñïüäïõ.

Ë

ý

óç 5.2.10

á

12

− á
5

= (12− 5)ù

⇔ ù =

42− 14
12− 5 = 4

�ü�å

á

5

= 14⇔ á

1

+ (5− 1)ù = 14⇔ á

1

= 14− 5 · 4 = 14− 16 = −2
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¢

óêçóç 5.2.11 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï, (á

í

) åßíáé á

3

= 20 êáé á

7

= 32, íá âñåß�å �ïí á

1

êáé �ç äéáöïñÜ �çò ðñïüäïõ.

Ë

ý

óç 5.2.11

á

7

− á
3

= (7− 3)ù⇔ù =

32− 20
7− 3 = 3

�ü�å

á

3

= 20⇔ á

1

+ (3− 1)ù = 20⇔ á

1

= 20− 2 · 3 = 14

¢

óêçóç 5.2.12 �ïéïò üñïò �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ ìå á

1

= 2 êáé ù = 5 éóïý�áé ìå 97;

Ë

ý

óç 5.2.12

á

í

= 97⇔ á

1

+ (í− 1)ù = 97

⇔ 2 + (í− 1)5 = 97

⇔ (í− 1)5 = 95

⇔ í− 1 = 19⇔ í = 20

ÅðïìÝíùò, ï æç�ïýìåíïò üñïò åßíáé ï á

20

.

¢

óêçóç 5.2.13 Íá âñåß�å ãéá ðïéá �éìÞ �ïõ x ï áñéèìç�éêüò ìÝóïò �ùí 5x+1 êáé 11 åßíáé

ï 3x�2.

Ë

ý

óç 5.2.13 Èá ðñÝðåé

3x�2 =

5x + 1 + 11

2

⇔ 6x− 4 = 5x + 12

⇔ 6x− 5x = 12 + 4⇔ x = 16

¢

óêçóç 5.2.14 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí 40 üñùí �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ

7� 9� 11� · · ·

Ë

ý

óç 5.2.14 Ç äéáöïñÜ �çò ðñïüäïõ åßíáé 2, êáé áðü �ïí �ýðï Ý÷ù :

S

í

=

í

2

(

2á

1

+ (í− 1)ù
)

Üñá

S

40

=

40

2

(

2 · 7 + (40− 1)2
)

= 20(14 + 78) = 20 · 92 = 1840
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¢

óêçóç 5.2.15 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí 40 üñùí �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ

−7� − 2� 3� · · ·

Ë

ý

óç 5.2.15 Ç äéáöïñÜ �çò ðñïüäïõ åßíáé 5, êáé áðü �ïí �ýðï Ý÷ù :

S

í

=

í

2

(

2á

1

+ (í− 1)ù
)

Üñá

S

40

=

40

2

(

2 · (−7) + (40− 1)5
)

= 20(�14 + 195) = 20 · 181 = 3620

¢

óêçóç 5.2.16 Íá õðïëïãßóå�å �ï Üèñïéóìá

1 + 5 + 9 + · · · + 197

Ë

ý

óç 5.2.16 Åßíáé á

1

= 1 êáé ù = 5− 1 = 4. ¸ó�ù á

í

= 197. Ôü�å

á

1

+ (í− 1)ù = 197

⇔ 1 + 4(í− 1) = 197
⇔ 4(í− 1) = 196
⇔ í− 1 = 49⇔ í = 50

Ôü�å

S

í

=

í

2

(á

1

+ á

í

) Üñá

S

50

=

50

2

(1 + 197) = 25 · 198 = 4950

¢

óêçóç 5.2.17 Íá õðïëïãßóå�å �ï Üèñïéóìá

−7− 10− 13− · · · − 109

Ë

ý

óç 5.2.17 Åßíáé á

1

= −7 êáé ù = −10− (−7) = −3. ¸ó�ù á

í

= −109. Ôü�å

á

1

+ (í− 1)ù = −109
⇔ − 7 + (í− 1)(−3) = −109
⇔ (í− 1)(−3) = −102
⇔ í− 1 = 34⇔ í = 35

Ôü�å

S

í

=

í

2

(á

1

+ á

í

) Üñá

S

35

=

35

2

(−7− 109) = 35 · (−58) = −2030
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¢

óêçóç 5.2.18 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí áêåñáßùí áðü 1 ìÝ÷ñé 200 ðïõ äåí åßíáé

ðïëëáðëÜóéá �ïõ 4 Þ �ïõ 9.

Õðüäåéîç: ¢í á,â èå�éêïß áêÝñáéïé üðïõ á < â �ü�å

ðïëëáðëÜóéá �ïõ á ≤ â = áêÝñáéï ìÝñïò �ïõ

(
â

á

)

=

⌊
â

á

⌋

Ë

ý

óç 5.2.18 ¸ó�ù S �ï Üèñïéóìá �ùí áêåñáßùí áðü 1 ìÝ÷ñé 200. �ñüêåé�áé ãéá

áñéèìç�éêÞ ðñüïäï ìå á

1

= 1, ù = 1, í = 200 êáé á

í

= 200. Èá åßíáé �ü�å :

S =

í

2

(á

1

+ á

í

) Üñá

S =

200

2

(1 + 200) = 100 · 201 = 20100

¸ó�ù ó

4

�ï Üèñïéóìá �ùí ðïëëáðëáóßùí �ïõ 4 áðü 1 ìÝ÷ñé 200. �ñüêåé�áé ãéá áñéèìç�éêÞ

ðñüïäï ìå á

1

= 4, ù = 4, í =

⌊
200

4

⌋

= 50 êáé á

í

= 200. Èá åßíáé �ü�å :

ó

4

=

í

2

(á

1

+ á

í

) Üñá

ó

4

=

50

2

(4 + 200) = 25 · 204 = 5100

¸ó�ù ó

9

�ï Üèñïéóìá �ùí ðïëëáðëáóßùí �ïõ 9 áðü 1 ìÝ÷ñé 200. �ñüêåé�áé ãéá áñéèìç�éêÞ

ðñüïäï ìå á

1

= 9, ù = 9, í =

⌊
200

9

⌋

= 22 êáé á

í

= 198. Èá åßíáé �ü�å :

ó

9

=

í

2

(á

1

+ á

í

) Üñá

ó

9

=

22

2

(9 + 198) = 11 · 207 = 2277

�éá íá âñïýìå �ï æç�ïýìåíï Üèñïéóìá ðñÝðåé, áðü �ï Üèñïéóìá S íá áöáéñÝóïõìå �á

áèñïßóìá�á ó

4

êáé ó

9

. Ôü�å, üìùò, èá Ý÷ïõìå áöáéñÝóåé äýï öïñÝò �á êïéíÜ ðïëëáðëÜóéá

�ùí 4, 9, äçëáäÞ �á ðïëëáðëÜóéá �ïõ 36. ÅðïìÝíùò ðñÝðåé íá ðñïóèÝóïõìå ìéá öïñÜ

�ï Üèñïéóìá �ùí ðïëëáðëáóßùí �ïõ 36.

¸ó�ù ó

36

�ï Üèñïéóìá �ùí ðïëëáðëáóßùí �ïõ 36 áðü 1 ìÝ÷ñé 200. �ñüêåé�áé ãéá

áñéèìç�éêÞ ðñüïäï ìå á

1

= 36, ù = 36, í =

⌊
200

36

⌋

= 5 êáé á

í

= 180. Èá åßíáé �ü�å :

ó

36

=

í

2

(á

1

+ á

í

) Üñá

ó

36

=

5

2

(36 + 180) = 5 · 108 = 540

Ïðü�å �ï æç�ïýìåíï Üèñïéóìá Æ åßíáé

Z = S− ó

4

− ó

9

+ ó

36

= 20100− 5100− 2277 + 540 = 13263

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò



"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ" 151

¢

óêçóç 5.2.19 �üóïõò ðñþ�ïõò üñïõò ðñÝðåé íá ðÜñïõìå áðü �çí áñéèìç�éêÞ ðñüïäï

4� 8� 12� · · ·

ãéá íá Ý÷ïõí Üèñïéóìá 180;

Ë

ý

óç 5.2.19 Åßíáé á

1

= 4 êáé ù = 8− 4 = 4.

S

í

=

í

2

(

2á

1

+ (í− 1)ù
)

= 180

⇔ í

(

2á

1

+ (í− 1)ù
)

= 360

⇔ í

(

2 · 4 + (í− 1)4
)

= 360

⇔ 4í(2 + í− 1) = 360
⇔ í(2 + í− 1) = 90
⇔ í

2

+ í− 90 = 0

Ä = 1 + 360 = 361 Üñá

v

1� 2

=

−1±
√
361

2

=

−1± 19
2

= 9

Ç ñßæá �10 áðïññßð�å�áé óáí áñíç�éêüò.

¢

óêçóç 5.2.20 Íá âñåß�å �ï åëÜ÷éó�ï ðëÞèïò ðñþ�ùí üñùí �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ

1� 3� 5� 7� · · ·

ðïõ áðáé�ïýí�áé, þó�å �ï ÜèñïéóìÜ �ïõ íá îåðåñíÜåé �ï 4000;

Ë

ý

óç 5.2.20 Åßíáé á

1

= 1 êáé ù = 2.

¸ó�ù í �ï æç�ïýìåíï ðëÞèïò.

S

í

=

í

2

(

2á

1

+ (í− 1)ù
)

> 4000

⇔ í

(

2á

1

+ (í− 1)ù
)

> 8000

⇔ í

(

2 · 1 + (í− 1)2
)

> 8000

⇔ í(2 + 2í− 2) > 8000
⇔ 2í

2

> 8000

⇔ í

2

> 4000

⇔ í >

√

4000

⇔ í > 63� · · ·

Üñá í = 64
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¢

óêçóç 5.2.21 ¸ó�ù ç áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò 11� 18� 25� · · · Íá âñåß�å �ïí í-éïó�ü êáé �ïí

åéêïó�ü üñï �çò.

Ë

ý

óç 5.2.21 ÅðåéäÞ ç áêïëïõèßá 11� 18� 25� · · · åßíáé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò Ý÷ïõìå ü�é

ù = 18− 11 = 7 êáé á

1

= 11. Ïðü�å Ý÷ïõìå

á

í

= á

1

+ (í− 1)ù = 11 + (í− 1)7 = 11 + 7í− 7 = 7í + 4

á

20

= á

1

+ (20− 1)ù = 11 + 19 · 7 = 144

¢

óêçóç 5.2.22 Áí óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï åßíáé: á

5

= 14 êáé á

12

= 42

á) Íá âñåß�å �ïí ðñþ�ï üñï á1 êáé �ç äéáöïñÜ ù.

â) Íá âñåèåß ï üñïò á

23

ã) Íá âñåß�å �ïí üñï �çò ðïõ éóïý�áé ìå 198

ä) Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí 40 üñùí �çò.

Ë

ý

óç 5.2.22

á) �íùñßæù ü�é á

í

− á
ê

= (í− ê)ù êáé á

5

= 14, á

12

= 42 ïðü�å

42− 14 = (12− 5)ù⇔ 28 = 7ù⇔ù = 4 êáé

á

5

− á
1

= (5− 1)ù⇔ 14− á
1

= 4ù⇔ á

1

= 14− 16 = −2

â) Åßíáé á

23

− á
1

= (23− 1)ù⇔ á

23

= á

1

+ 22 · 4 = −2 + 88 = 86

ã) Èá åßíáé :

á

ê

− á
1

= (ê− 1)ù⇔ 198− (−2) = (ê− 1)4⇔ ê− 1 = 50⇔ ê = 51

ä) Åßíáé :

S

í

=

í

2

(

2á

1

+ (í− 1)ù
)

=

40

2

(

2(−2) + 39 · 4
)

= 20(−4 + 156) = 3040

¢

óêçóç 5.2.23 Ìå�áîý �ùí áñéèìþí −3 êáé 25 íá ðáñåìâëçèïýí Ýîé áñéèìïß þó�å üëïé

ìáæß íá åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ.

Ë

ý

óç 5.2.23 Èá åßíáé �ü�å á

1

= −3 êáé á

8

= 25. Ïðü�å

ù =

25− (−3)
8− 1 =

28

7

= 4

Å�óé ç ðñüïäïò èá äßíå�áé áðü �ïí �ýðï

á

í

= á

1

+ (í− 1)ù = −3 + (í− 1)4 = 4í− 7

êáé ïé ïê�þ ðñþ�ïé üñïé åßíáé : −3,1,5,9,13,17,21,25.
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¢

óêçóç 5.2.24 Íá âñåèïýí �ñåßò áñéèìïß , ïé ïðïßïé áðï�åëïýí áñéèìç�éêÞ ðñüïäï, áí

ãíùñßæïõìå ü�é �ï Üèñïéóìá �ïõò åßíáé 21 êáé �ï ãéíüìåíü �ïõò 168.

Ë

ý

óç 5.2.24 ¸ó�ù x−ù, x, x +ù, ïé æç�ïýìåíïé áñéèìïß. Ôü�å èá åßíáé

(x−ù) + x + (x +ù) = 21⇔ 3x = 21⇔ x = 7

Åðßóçò èá åßíáé

(x−ù) · x · (x +ù) = 168
⇔ x(x

2 −ù2

) = 168

⇔ 49−ù2

= 24

⇔ ù

2

= 25⇔ù = ±5

Ïðü�å ïé æç�ïýìåíïé áñéèìïß åßíáé 2,7,12 Þ 12,7,2.

¢

óêçóç 5.2.25 Ôï Üèñïéóìá �ùí í ðñþ�ùí üñùí ìéáò áêïëïõèßáò (á

í

), í ∈ N åßíáé

S

í

= 3í

2

+ 4í

Íá äåßîå�å ü�é áõ�Þ åßíáé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò êáé íá âñåß�å �á á

1

êáé ù.

Ë

ý

óç 5.2.25 Âñßóêïõìå ðñþ�á �ïí �ýðï �ïõ íéïó�ïý üñïõ. Åßíáé

á

í

= S

í

−S
í−1

= 3í

2

+ 4í− (3(í− 1)2 + 4(í− 1))
= 3í

2

+ 4í− 3(í2 − 2í + 1)− 4(í− 1)
= 3í

2

+ 4í− 3í2 + 6í− 3− 4í + 4 = 6í + 1

êáé åðåéäÞ á

í

−á
í−1 = 6í+1−6(í−1)−1 = 6 óõìðåñáßíïõìå ü�é ç áêïëïõèßá åßíáé áñéèìç�éêÞ

ðñüïäïò ìå ù = 6 êáé á

1

= 7.

¢

óêçóç 5.2.26 Íá áðïäåßîå�å ü�ï �ï Üèñïéóìá �ùí í−ê+1 üñùí ìéáò áêïëïõèßáò (á
í

),

í ∈ N äçëáäÞ á

ê

+ á

ê+1

+ · · · + á
í

äßíå�áé áðü �ïí �ýðï

S

êí

=

í− ê + 1
2

(á

ê

+ á

í

)

Ë

ý

óç 5.2.26 ×ñçóéìïðïéþí�áò �ï �Ý÷íáóìá �çò èåùñßáò, âñßóêù

S

êí

= á

ê

+ á

ê+1

+ · · · + á
í

S

êí

= á

í

+ á

í−1 + · · · + áê

�ñïóèÝ�ïí�áò �ü�å êá�á ìÝëç ðáßñíïõìå

2S

êí

= (á

ê

+ á

í

) + (á

ê+1

+ á

í−1) + · · · + (áí + áê)
= (í− ê + 1)(á

ê

+ á

í

)
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¢

óêçóç 5.2.27 Äßíå�áé ç áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò ìå ðñþ�ï üñï á

1

= −9 êáé äéáöïñÜ ù = 2.

Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá S = á

12

+ á

13

+ · · · + á
21

Ë

ý

óç 5.2.27 Õðïëïãßæïõìå äéáäï÷éêÜ

á

12

= á

1

+ 11ù = −9 + 11 · 2 = 13
á

21

= á

1

+ 20ù = −9 + 20 · 2 = 31
ïðü�å èá åßíáé

2S

12−21 = (21− 12 + 1)(13 + 31)
= 440

ÄçëáäÞ �ï æç�ïýìåíï Üèñïéóìá åßíáé S

12−21 = 220.

¢

óêçóç 5.2.28 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï ï ðñþ�ïò üñïò åßíáé á

1

= 2, ï �åëåõ�áßïò 149

êáé �ï Üèñïéóìá üëùí �ùí üñùí 3775. Íá âñåß�å:

á) Ôï ðëÞèïò �ùí üñùí

â) Ôç äéáöïñÜ ù

ã) Ôï Üèñïéóìá S = á

2

+ á

6

+ á

10

+ · · · + á
38

Ë

ý

óç 5.2.28

á) Áðü �ïí �ýðï 2S

í

= í(á

1

+ á

í

) âñßóêù

2 · 3775 = í(2 + 149)⇔ í =

7550

151

= 50

â) Áðü �ïí �ýðï á

í

− á
1

= (í− 1)ù âñßóêù

(í− 1)ù = 147⇔ù =

147

49

= 3

ã) Ç áêïëïõèßá á

2

,á

6

,á

10

,...,á

38

åßíáé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò ìå ðñþ�ï üñï â

1

= á

2

= á

1

+ù =

5 êáé äéáöïñÜ ù

1

= 4ù = 12. Ôï ðëÞèïò �ùí üñùí ðïõ èÝëïõìå åßíáé 10 = 1+(38−2)|4.
Ïðü�å âñßóêù ãéá �ï Üèñïéóìá

S = á

2

+ á

6

+ á

10

+ · · · + á
38

=

10

2

(

2 · 5 + (10− 1)12
)

= 5(10 + 108) = 590

¢

óêçóç 5.2.29 Íá ëõèåß ç åîßóùóç:

2 + 5 + 8 + · · · + á
í

= 155

Ë

ý

óç 5.2.29 Åßíáé á

1

= 2,ù = 3 êáé ãíùñßæù ü�é éó÷ýïõí







ù =

á

í

− á
1

í− 1
2S

í

= í(á

1

+ á

í

)

⇔







3 =

á

í

− 2
í− 1

2 · 155 = í(2 + á
í

)

⇔







á

í

= 3(í− 1) + 2

310 = í(2 + 3(í− 1) + 2)
⇔

{
á

í

= 3(í− 1) + 2

3í

2

+ í = 310

⇔







á

í

= 3(í− 1) + 2

í = 10 Þ í = −31

3

⇒
{
á

í

= 29

í = 10
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5.2 Áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 5.2.30 Íá äåé÷èåß ü�é ç áêïëïõèßá á

í

= 2í + 1, í ∈ N åßíáé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò

êáé íá âñåèïýí �á á

1

êáé ù.

¢

óêçóç 5.2.31 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ

−8� − 15� − 22� · · ·

¢

óêçóç 5.2.32 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ

5� 10� 15� · · ·

¢

óêçóç 5.2.33 Íá âñåß�å �ïí á

30

üñï �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ

4� 15� 26� · · ·

¢

óêçóç 5.2.34 Íá âñåß�å �ïí á

35

üñï �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ

17� 25� 33� · · ·

¢

óêçóç 5.2.35 Íá âñåß�å �ïí á

50

üñï �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ

1�

5

3

�

7

3

� · · ·

¢

óêçóç 5.2.36 Íá âñåß�å �ïí á

47

üñï �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ

1

2

�

5

4

� 2� · · ·
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¢

óêçóç 5.2.37 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï, (á

í

) åßíáé á

5

= −5 êáé á

15

= −2. Íá âñåß�å �ïí

á

50

üñï �çò ðñïüäïõ.

¢

óêçóç 5.2.38 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï, (á

í

) åßíáé á

7

= 55 êáé á

22

= 145. Íá âñåß�å �ïí

á

18

üñï �çò ðñïüäïõ.

¢

óêçóç 5.2.39 �ïéïò üñïò �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ ìå á

1

= 80 êáé ù = �3 éóïý�áé ìå

�97;

¢

óêçóç 5.2.40 Áí äýï áñéèìïß äéáöÝñïõí êá�Ü 10 êáé ï áñéèìç�éêüò �ïõò ìÝóïò åßíáé ï

25, íá âñåß�å �ïõò äýï áõ�ïýò áñéèìïýò.

¢

óêçóç 5.2.41 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí 40 üñùí �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ

0� 2� 4� · · ·

¢

óêçóç 5.2.42 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí 40 üñùí �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ

6� 10� 14� · · ·

¢

óêçóç 5.2.43 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí 80 üñùí �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ

2� − 1� − 4� · · ·

¢

óêçóç 5.2.44 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí 80 üñùí �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ

−1
3

�

1

3

� 1�

5

3

� · · ·

¢

óêçóç 5.2.45 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá

i) �ùí ðñþ�ùí 200 ðåñé��þí áñéèìþí.

ii) �ùí ðñþ�ùí 300 Üñ�éùí áñéèìþí.

iii) üëùí �ùí ðåñé��þí áñéèìþí ìå�áîý 16 êáé 380.
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¢

óêçóç 5.2.46 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá

i) �ùí ðïëëáðëáóßùí �ïõ 5 ìå�áîý 1 êáé 99.

ii) �ùí ðïëëáðëáóßùí �ïõ 3 ìå�áîý 10 êáé 200.

¢

óêçóç 5.2.47 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí 30 üñùí �çò áêïëïõèßáò

á

í

= 5í− 4

¢

óêçóç 5.2.48 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí 40 üñùí �çò áêïëïõèßáò

á

í

= −5í− 3

¢

óêçóç 5.2.49 Íá õðïëïãßóå�å �ï Üèñïéóìá

9 + 12 + 15 + · · · + 90

¢

óêçóç 5.2.50 �üóïõò ðñþ�ïõò üñïõò ðñÝðåé íá ðÜñïõìå áðü �çí áñéèìç�éêÞ ðñüïäï

4� 10� 15� · · ·

ãéá íá Ý÷ïõí Üèñïéóìá 180;

¢

óêçóç 5.2.51 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí 4 ðñþ�ùí üñùí áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ ìå

á

6

= 8 êáé á

4

= 4.

¢

óêçóç 5.2.52 Ìå�áîý �ùí áñéèìþí 3 êáé 80 èÝëïõìå íá âñïýìå Üëëïõò 10 áñéèìïýò

ðïõ üëïé ìáæß íá åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé ìéáò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ. Íá âñåèïýí ïé áñéèìïß

áõ�ïß. [�áñåìâïëÞ üñùí℄

¢

óêçóç 5.2.53 Ìéá ó�Ýãç ó÷Þìá�ïò �ñáðåæßïõ Ý÷åé 15 óåéñÝò êåñáìßäéá. Ç ðñþ�ç óåéñÜ

Ý÷åé 53 êåñáìßäéá êáé êÜèå åðüìåíç óåéñÜ Ý÷åé äýï êåñáìßäéá ëéãü�åñá. �üóá êåñáìßäéá

Ý÷åé ç 15

ç

óåéñÜ êáé ðüóá êåñáìßäéá Ý÷åé óõíïëéêÜ ç ó�Ýãç;

¢

óêçóç 5.2.54 ¸íá ñïëüú ÷�õðÜåé �éò áêÝñáéåò þñåò. �üóá ÷�õðÞìá�á áêïýãïí�áé óå

Ýíá 24ùñï;
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¢

óêçóç 5.2.55 ¸íá ó�Üäéï Ý÷åé 33 óåéñÝò êáèéóìÜ�ùí. Ó�çí êÜ�ù-êÜ�ù óåéñÜ âñßóêïí�áé

800 èÝóåéò êáé ó�çí ðÜíù-ðÜíù óåéñÜ âñßóêïí�áé 4160 èÝóåéò. Ôï ðëÞèïò �ùí èÝóåùí

áõîÜíåé áðü óåéñÜ óå óåéñÜ êá�Ü �ïí ßäéï ðÜí�á áñéèìü èÝóåùí. Íá âñåß�å ðüóåò èÝóåéò

Ý÷åé óõíïëéêÜ �ï ó�Üäéï êáé ðüóåò èÝóåéò Ý÷åé ç ìåóáßá óåéñÜ.

¢

óêçóç 5.2.56 ¸íáò áãñü�çò, ãéá íá êÜíåé ìßá ãåþ�ñçóç ó�ï ê�Þìá �ïõ, óõìöþíçóå �á

åîÞò ìå �ïí éäéïê�Þ�ç �ïõ ãåù�ñýðáíïõ. Ôï 1

ï

ìÝ�ñï èá êïó�ßóåé 20 åõñþ êáé áõîáíïìÝíïõ

�ïõ âÜèïõò, èá áõîÜíå�áé êáé ç �éìÞ êÜèå ìÝ�ñïõ êá�Ü 5 åõñþ. Ï áãñü�çò äéáèÝ�åé 4700

åõñþ. Óå ðüóï âÜèïò ìðïñåß íá ðÜåé ç ãåþ�ñçóç ó�ï ê�Þìá �ïõ;

¢

óêçóç 5.2.57 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï åßíáé á

1

= 6 êáé á

12

= 94

á). Íá âñåß�å �ç äéáöïñÜ ù.

â). Íá âñåß�å �ïí 16

0

üñï �çò ðñïüäïõ.

ã). Íá âñåß�å �ïí üñï �çò ðïõ éóïý�áé ìå 246

ä). Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí 20 üñùí �çò.

¢

óêçóç 5.2.58 Ôï Üèñïéóìá �ùí í ðñþ�ùí üñùí ìéáò áêïëïõèßáò (á

í

) åßíáé S

í

= 2í−9í2.
Íá äåé÷èåß ü�é ç (á

í

) åßíáé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò êáé íá âñåèïýí �á á

1

êáé ù.

¢

óêçóç 5.2.59 Íá äåßîå�å ü�é óå êÜèå áñéèìç�éêÞ ðñüïäï éó÷ýåé:

á

1

− 4á
2

+ 6á

3

− 4á
4

+ á

5

= 0

¢

óêçóç 5.2.60 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï ï ðñþ�ïò üñïò åßíáé 2 êáé ï ðÝìð�ïò üñïò

åßíáé 14. �üóïõò üñïõò �çò ðñïüäïõ ðñÝðåé íá ðÜñïõìå þó�å íá Ý÷ïõí Üèñïéóìá 77;

¢

óêçóç 5.2.61 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï (á

í

) äßíïí�áé ïé á

ê

= 5ê êáé á

ë

= 5ë , üðïõ ê 6= ë.
Íá äåßîå�å ü�é ç äéáöïñÜ �çò (á

í

) åßíáé ù = 5.

¢

óêçóç 5.2.62 Åíüò ïîõãùíßïõ �ñéãþíïõ ÁÂ� ïé áñéèìïß åöÁ, åöÂ, åö� åßíáé äéáäï÷éêïß

üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ. Íá áðïäåßîå�å ü�é åöÁ åö� = 3

¢

óêçóç 5.2.63 Íá âñåß�å �Ýóóåñéò äéáäï÷éêïýò üñïõò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ, áí �ï Ü-

èñïéóìÜ �ïõò åßíáé 4 êáé �ï ãéíüìåíü �ïõò 105.

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò



"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ" 159

¢

óêçóç 5.2.64 ¸ó�ù ü�é ïé áñéèìïß á = −x3 − 6, â = x

2

, ã = −3x åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé

áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ.

á) Íá âñåß�å �ï x.

â) Áí ï â åßíáé ï 5

ïò

üñïò íá âñåß�å �ïí ðñþ�ï üñï á

1

êáé �ï Üèñïéóìá �ùí 10 ðñþ�ùí

üñùí �çò.

¢

óêçóç 5.2.65 Íá âñåß�å �ï ðëÞèïò êáé �ï Üèñïéóìá:

á) Ôùí äéøÞöéùí ðåñé��þí áñéèìþí

â) Ôùí äéøÞöéùí Üñ�éùí áñéèìþí

ã) Ôùí äéøÞöéùí öõóéêþí áñéèìþí

¢

óêçóç 5.2.66 Ìå�áîý �ùí áñéèìþí 3 êáé 25 íá âñåß�å Üëëïõò 10 öõóéêïýò áñéèìïýò

þó�å üëïé ìáæß íá áðï�åëïýí äéáäï÷éêïýò üñïõò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ.

¢

óêçóç 5.2.67 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï ï 2

ïò

êáé ï 8

ïò

üñïò äéáöÝñïõí êá�Ü 24, åíþ

�ï Üèñïéóìá �ïõ 12

ïõ

êáé �ïõ 4

ïõ

åßíáé 70.

á) Íá âñåß�å �çí ðñüïäï áí åßíáé ãíùó�ü ü�é ç äéáöïñÜ �ïõò åßíáé èå�éêÞ

â) �ïéï åßíáé �ï Üèñïéóìá �ùí üñùí �çò ðïõ âñßóêïí�áé ìå�áîý �ïõ 8

ïõ

êáé �ïõ 25

ïõ

üñïõ

�çò;

¢

óêçóç 5.2.68 Áí á, â, ã åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ , íá äåßîå�å ü�é êáé

ïé áñéèìïß

x = á

2 − âã� y = â

2 − áã� z = ã

2 − áâ

åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ.

¢

óêçóç 5.2.69 Ìéáò áêïëïõèßáò, �ï Üèñïéóìá �ùí í ðñþ�ùí üñùí �çò åßíáé S

í

= 3í

2

+í.

á) Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí (í− 1) ðñþ�ùí üñùí �çò
â) Íá âñåß�å �ï íéïó�ü �çò üñï.

ã) Íá âñåß�å �ïí üñï á

í+1

ä) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç áêïëïõèßá áõ�Þ åßíáé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò.

å) Íá âñåß�å �çí �Üîç �ïõ üñïõ �çò ðïõ åßíáé ßóïò ìå 100.

¢

óêçóç 5.2.70 �üóïõò áñéèìç�éêïýò åíäéáìÝóïõò ðñÝðåé íá ðáñåìâÜëïõìå áíÜìåóá

ó�ïõò 1 êáé 19 þó�å ï ëüãïò �ïõ äåý�åñïõ åíäéÜìåóïõ ðñïò �ïí �åëåõ�áßï åíäéÜìåóï íá

åßíáé ßóïò ìå 1|6.
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¢

óêçóç 5.2.71 Ôñåéò áñéèìïß åßíáé áíÜëïãïé ìå �ïõò 3,5,8. Áí áõîçèåß ï 2

ïò

êá�Ü 1 �ü�å

ãßíïí�áé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ. Íá âñåß�å �ïõò �ñåéò áñéèìïýò.

¢

óêçóç 5.2.72 Íá ëõèåß ç åîßóùóç:

(x + 2) + (x + 5) + (x + 8) + · · · + (x + 29) = 165:

¢

óêçóç 5.2.73

á) Áí á

1

, á

2

, ... á

í

üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ íá äåßîå�å ü�é

á

1

+ á

í

= á

2

+ á

í−1 = á3 + áí−2

â) Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí 30 ðñþ�ùí üñùí áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ áí îÝñïõìå ü�é

éó÷ýåé:

á

2

+ á

5

+ á

10

+ á

21

+ á

26

+ á

29

= 30

¢

óêçóç 5.2.74 ¸ó�ù áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò (á

í

), ãéá �çí ïðïßá äßíå�áé ï üñïò á

6

= 15 êáé

�ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí ïê�þ üñùí �çò S

8

= 96.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ï ãåíéêüò üñïò �çò ðñïüäïõ åßíáé á

í

= 2í + 3

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é, áí S

í

åßíáé �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí í üñùí �çò ðñïüäïõ �ü�å

éó÷ýåé:

4S

í

= 16í + (á

í

− 3)2

ã) Áí éó÷ýåé S

í

< 9á

í

− 75, íá âñåèåß ï í.
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5.3 �åùìå�ñéêÞ ðñüïäïò

Ç �åùìå�ñéêÞ ðñüïäïò åßíáé Ýíáò �ýðïò áêïëïõèßáò, ç ïðïßá èá ëÝãáìå ü�é áðï�åëåß �ï

"ðïëëáðëáóéáó�éêü áíÜëïãï" ìéáò Áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ. �éï óõãêåêñéìÝíá ïñßæïõìå :

Ìéá áêïëïõèßá (á

í

) ëÝãå�áé ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò, áí êÜèå üñïò �çò ðñïêýð�åé áðü �ïí

ðñïçãïýìåíü �ïõ ìå ðïëëáðëáóéáóìü åðß �ïí ßäéï ðÜí�ï�å ìç ìçäåíéêü áñéèìü ë. Ôïí

áñéèìü áõ�ü ë, �ïí ëÝìå ëüãï �çò ðñïüäïõ.

�éá �çí �åùìå�ñéêÞ ðñüïäï ëïéðüí éó÷ýåé äçëáäÞ ï áíáäñïìéêüò �ýðïò

á

í+1

á

í

= ë

Ìå äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝò �ïõ áíù�Ýñïõ áíáäñïìéêïý �ýðïõ ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå

�ïí (êëåéó�ü) �ýðï ãéá �ïí íéïó�ü üñï á

í

ìéáò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ, ùò åîÞò :

á

2

= á

1

· ë
á

3

= á

2

· ë
á

4

= á

3

· ë
· · ·

á

í−1 = á

í−2 · ë
á

í

= á

í−1 · ë

ïðü�å ðïëëáðëáóéÜæïí�áò êá�Ü ìÝëç êáé äéáãñÜöïí�áò, âñßóêïõìå :

á

í

= á

1

· ëí−1

Åýêïëá ìå �ïí ßäéï �ñüðï áðïäåéêíýåé êÜðïéïò ü�é ãåíéêÜ éó÷ýåé :

á

í

á

ê

= ·ëí−ê

�åùìå�ñéêüò ìÝóïò Ç ñßæá äýï áñéèìþí á êáé ã ïíïìÜæå�áé ãåùìå�ñéêüò ìÝóïò �ùí

á,ã. Ïé ðáñáêÜ�ù éóïäõíáìßåò áðïäåéêíýïõí ü�é : Ïé áñéèìïß á,â êáé ã åßíáé äéáäï÷éêïß

üñïé ìéáò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ áí êáé ìüíï áí éó÷ýåé

â =

√

á · ã

Áðïäåéêíýïõìå îåêéíþí�áò áðü �ïí ïñéóìü

á� â� ã� äéáäï÷éêïß üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ

⇔ â

á

=

ã

â

⇔ â

2

= á · ã
⇔ â =

√

á · ã
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Áèñïéóìá í äéáäï÷éêþí üñùí ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ �éá íá âñïýìå �ï Üèñïéóìá í

äéáäï÷éêþí üñùí ìéáò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ åöáñìüæïõìå �ï áíÜëïãï �Ý÷íáóìá, üðùò

êÜíáìå ó�éò áñéèìç�éêÝò ðñïüäïõò. ¸÷ïõìå ëïéðüí :

S

í

= á

1

+ á

1

· ë + á
1

· ë2 + · · · + á
1

· ëí−2 + á
1

· ëí−1

ë ·S
í

= á

1

· ë + á
1

· ë2 + á
1

· ë3 + · · · + á
1

· ëí−1 + á
1

· ëí

Áöáéñþí�áò �çí ðñþ�ç áðü �ç äåý�åñç, ðáßñíïõìå ãéá �ï Üèñïéóìá �ùí í ðñþ�ùí üñùí

ë ·S
í

−S
í

= á

1

ë

í − á
1

⇔ (ë− 1)S
í

= á

1

(ë

í − 1)

ÅðïìÝíùò, áöïý ë 6= 1, Ý÷ïõìå:

S

í

= á

1

ë

í − 1
ë− 1

ÊÜíïí�áò ÷ñÞóç �ïõ �ýðïõ á

í+1

= á

1

· ëí Ý÷ïõìå åðßóçò ü�é

S

í

=

á

í+1

− á
1

ë− 1

�áñá�çñÞóåéò - Ó÷üëéá

1. Ìéá ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò ïñßæå�áé ðëÞñùò áí ãíùñßæïõìå Ýíáí áñéèìçìÝíï üñï �çò

êáé �ï ëüãï �çò. �éá ðáñÜäåéãìá, áí ãíùñßæïõìå �ïí á

6

, �ü�å ï �ýðïò �çò ãåùìå�ñéêÞò

ðñïüäïõ åßíáé

á

í

= á

6

· ëí−6

2. Ìéá ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò ïñßæå�áé ðëÞñùò áí ãíùñßæïõìå äýï áñéèìçìÝíïõò üñïõò

�çò. �éá ðáñÜäåéãìá, áí ãíùñßæïõìå �ïõò á

8

êáé á

15

, �ü�å ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñß-

óïõìå �ï ëüãï ë áðü �ç ó÷Ýóç

á

15

= á

8

· ë15−8 ⇔ ë =

15−8

√

á

15

á

8

=

(
á

15

á

8

) 1

15−8

êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï ðñþ�ï ó÷üëéï íá ãñÜøïõìå �ï ãåíéêü �ýðï ùò

á

í

= á

8

· ëí−8 = á
8

·
(
á

15

á

8

) í−8
15−8

Þ

á

í

= á

15

· ëí−15 = á
15

·
(
á

15

á

8

) í−15
15−8

�ñïóï÷Þ : ¼�áí ï åêèÝ�çò �ïõ ë åßíáé Üñ�éïò, �ü�å ðñïóäéïñßæïí�áé äýï ðñáãìá�éêÝò

ñßæåò êáé åðïìÝíùò äýï ãåùìå�ñéêÝò ðñüïäïé.
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3. ¸ó�ù (á

í

) ìéá ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò, üðïõ èåùñïýìå êÜðïéïí �õ÷áßï üñï �çò á



ùò

êÝí�ñï (óçìåßï áíáöïñÜò). Ôü�å ìðïñïýìå íá äéá�õðþóïõìå : Ôï ãéíüìåíï �ùí üñùí

ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü �ï êÝí�ñï åßíáé ó�áèåñü. ÓõìâïëéêÜ, ãéá êÜèå öõóéêïýò ê ≤ ë < 

èá éó÷ýåé :

á

−ê

· á
+ê

= á

−ë

· á
+ë

4. Ïé �ýðïé

á

í

= á

1

· ëí−1

S

í

= á

1

ë

í − 1

ë− 1

ðåñéÝ÷ïõí ðÝí�å áãíþó�ïõò (á

í

� á

1

� í� ë� S

í

). Áí ãíùñßæïõìå �ñåéò áðü áõ�ïýò �ü�å ïé

ðáñáðÜíù åîéóþóåéò ðñïóäéïñßæïõí Ýíá óýó�çìá ìå äýï áãíþó�ïõò. Åðéëýïí�áò �ï

óýó�çìá ìðïñïýìå íá âñïýìå �ïõò õðüëïéðïõò äýï.

5.3 �åùìå�ñéêÞ ðñüïäïò

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Ï íéïó�üò üñïò á

í

ìéáò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ ìå ëüãï ë åßíáé á

í

= á

1

ë

í

. . . Ó Ë

2 Ï ëüãïò ìéá ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ ìðïñåß íá åßíáé 0. . . . . . . . . . . . Ó Ë

3 Áí á,â,ã äéáäï÷éêïß üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ �ü�å â

2

= á · ã . . . . . . . . Ó Ë

4 Áí ï ëüãïò ìéáò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ åßíáé 1 �ü�å åßíáé: S

í

= íá

1

. . . . . Ó Ë

5 Ç áêïëïõèßá (áí) ìå á

í+1

= 5á

í

åßíáé ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò . . . . . . . . . Ó Ë

6 Áí éó÷ýåé 2â = á + ã �ü�å ïé á,â,ã åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ. Ó Ë

7 Ï ãåùìå�ñéêüò ìÝóïò �ùí áñéèìþí −4 êáé −16 åßíáé ï áñéèìüò 8 . . . . . . Ó Ë

8 Áí ïé áñéèìïß á,â,ã,ä åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ �ü�å áä = âã Ó Ë

9 Ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò 2,6,18,... Ý÷åé �ýðï á

í

= 2 · 3í−1

. . . . . . . . . . . Ó Ë
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5.3 �åùìå�ñéêÞ ðñüïäïò

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 5.3.1 Ï íéïó�üò üñïò ìéáò áêïëïõèßáò (á

í

) åßíáé:

á

í

= 3 · 2í−1

Íá äåßîå�å ü�é ç áêïëïõèßá áõ�Þ åßíáé ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò êáé íá âñåèïýí �á á

1

êáé ë.

Ë

ý

óç 5.3.1 ¸÷ïõìå

ë =

á

í+1

á

í

=

3 · 2í
3 · 2í−1 = 2

í−í+1
= 2

¢ñá ç áêïëïõèßá (á

í

) åßíáé ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò ìå ë = 2 êáé á

1

= 3.

¢

óêçóç 5.3.2 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ 3� 6� 12� · · ·
Ë

ý

óç 5.3.2 Åßíáé

ë =

6

3

êáé á

í

= á

1

ë

í−1
= 3 · 2í−1

¢

óêçóç 5.3.3 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ

1

4

�

1

8

�

1

16

� · · ·

Ë

ý

óç 5.3.3 Åßíáé

ë =

1

8

1

4

=

1

2

êáé

á

í

= á

1

ë

í−1
=

1

4

(
1

2

)
í−1

=

(
1

2

)
í+1

¢

óêçóç 5.3.4 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ 16� 8� 4� · · ·
Ë

ý

óç 5.3.4 Åßíáé

ë =

8

16

=

1

2

êáé

á

í

= á

1

ë

í−1
= 16

(
1

2

)
í−1

= 2

4 · 21−í = 2

5−í
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¢

óêçóç 5.3.5 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ 18� 6� 2� · · ·
Ë

ý

óç 5.3.5 Åßíáé

ë =

6

18

=

1

3

êáé á

í

= á

1

ë

í−1
= 18

(
1

3

)
í−1

= 2 · 32 · 31−í = 2 · 33−í

¢

óêçóç 5.3.6 Íá âñåß�å �ïí á

9

üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ

1

4

�

1

2

� 1� · · ·

Ë

ý

óç 5.3.6 Åßíáé

ë =

1

2

1

4

= 2 êáé á

9

= á

1

ë

9−1
=

(
1

4

)

2

8

= 2

−2 · 28 = 2

6

¢

óêçóç 5.3.7 Íá âñåß�å �ïí á

8

üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ 729� 243� · · ·
Ë

ý

óç 5.3.7 Åßíáé

ë =

243

729

=

1

3

êáé á

8

= á

1

ë

í−1
= 729

(
1

3

)

8− 1 = 3

6 · 3−7
= 3

−1
=

1

3

¢

óêçóç 5.3.8 Íá âñåß�å �ïí 1

ï

üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ �çò ïðïßáò ï 5

ïò

åßíáé

32

3

êáé ï ëüãïò 2.

Ë

ý

óç 5.3.8 Åßíáé

á

5

= á

1

ë

5−1

⇔ 32

3

= á

1

2

4 ⇔ á

1

=

2

3

¢

óêçóç 5.3.9 Íá âñåß�å �ïí 1

ï

üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ �çò ïðïßáò ï 4

ïò

åßíáé

27

128

êáé ï ëüãïò

3

4

.

Ë

ý

óç 5.3.9 Åßíáé

á

4

= á

1

ë

4−1

⇔ 27

128

= á

1

(
3

4

)
3

⇔ á

1

=

3

3

2

7

· (2
2

)

3

3

3

=

1

2
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¢

óêçóç 5.3.10 Íá âñåß�å �ï ëüãï ìéáò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ, �çò ïðïßáò ï 3

ïò

üñïò

åßíáé 12 êáé ï 6

ïò

üñïò åßíáé 96.

Ë

ý

óç 5.3.10 Èá åßíáé

á

6

á

3

= ë

6−3

⇔ ë

3

=

96

12

= 8⇔ ë = 2

¢

óêçóç 5.3.11 Íá âñåß�å �ïí á

14

üñï ìéáò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ ãéá �çí ïðïßá

á

4

= 125 êáé á

10

=

125

64

Ë

ý

óç 5.3.11 Èá åßíáé

á

10

á

4

= ë

10−4

⇔ ë

6

=

125

64

125

=

1

64

⇔ ë = ±1
2

á) �éá ë =

1

2

ïñßæå�áé ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò ãéá �çí ïðïßá

á

1

(
1

2

)
3

= 125

á

1

8

= 125⇔ á

1

= 1000

�ü�å

á

14

= á

1

ë

13

= 1000 ·
(
1

2

)
13

â) �éá ë = −1
2

ïñßæå�áé ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò ãéá �çí ïðïßá

á

1

(

−1
2

)
3

= 125

− á

1

8

= 125⇔ á

1

= −1000

�ü�å

á

14

= á

1

ë

13

= −1000 ·
(

−1
2

)
13

= 1000 ·
(
1

2

)
13
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¢

óêçóç 5.3.12 ¸ó�ù ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò 3� 6� 12� · · · Íá âñåß�å �ï ðëÞèïò �ùí üñùí

�çò ìÝ÷ñé êáé �ïí üñï ðïõ éóïý�áé ìå 768.

Ë

ý

óç 5.3.12 Åßíáé ë =

6

3

= 2 êáé á

í

= 768. Áñá

á

1

ë

í−1
= 768

⇔ 3 · 2í−1 = 768
⇔ 2

í−1
= 256

⇔ 2

í−1
= 2

8

⇔ í− 1 = 8⇔ í = 9

¢

óêçóç 5.3.13 Íá âñåß�å �ï ãåùìå�ñéêü ìÝóï �ùí áñéèìþí 5 êáé 20, êáèþò êáé �ùí

1√
3

êáé

√
3.

Ë

ý

óç 5.3.13

ì =

√

5 · 20 =
√

100 = 10

ì =

√

1√
3

·
√

3 =

√

1 = 1

¢

óêçóç 5.3.14 Íá âñåß�å �ïí x þó�å ïé áñéèìïß x�4, x+1, x�19 íá áðï�åëïýí ãåùìå�ñéêÞ

ðñüïäï.

Ë

ý

óç 5.3.14 Èá ðñÝðåé

x + 1

x− 4 =

x− 19
x + 1

⇔ (x + 1)

2

= (x− 4)(x− 19)
⇔ x

2

+ 2x + 1 = x

2 − 19x− 4x + 76
⇔ 25x = 75⇔ x = 3

¢

óêçóç 5.3.15 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí 10 üñùí �çò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ

3� 9� 27� · · ·

Ë

ý

óç 5.3.15 Åßíáé ë =

9

3

= 3. Ôü�å

S

10

= á

1

ë

10 − 1
ë− 1

= 3

3

10 − 1
3− 1 =

3

2

(

3

10 − 1
)
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¢

óêçóç 5.3.16 Íá õðïëïãßóå�å �ï Üèñïéóìá

2 + 8 + 32 + · · · + 8192

Ë

ý

óç 5.3.16 Åßíáé ë = 4, á

1

= 2 êáé á

í

= 8192. Ôü�å èá åßíáé

S =

á

í+1

− á
1

ë− 1

=

8192 · 4− 2
4− 1

=

32646

3

= 10922

¢

óêçóç 5.3.17 Íá õðïëïãßóå�å �ï Üèñïéóìá

4 + 2 + 1 + · · · + 1

512

Ë

ý

óç 5.3.17 Åßíáé ë =

1

2

, á

1

= 4 êáé á

í

=

1

512

. Ôü�å èá åßíáé

S =

á

í+1

− á
1

ë− 1

=

1

512

· 1
2

− 4
1

2

− 1

=

1

1024

− 4

−1
2

=

−4095
1024

−1
2

=

8190

1024

¢

óêçóç 5.3.18 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí 10 üñùí �çò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ,

ó�çí ïðïßá åßíáé á

2

+ á

6

= 34 êáé á

3

+ á

7

= 68.

Ë

ý

óç 5.3.18

á

2

+ á

6

= 34⇔ á

1

ë + á

1

ë

5

= 34⇔ á

1

ë(1 + ë

4

) = 34 (1)

á

3

+ á

7

= 68⇔ á

1

ë

2

+ á

1

ë

6

= 68⇔ á

1

ë

2

(1 + ë

4

) = 68 (2)

(2)

(1)

⇔ ë = 2

(1)⇔ á

1

· 2(1 + 24) = 34⇔ 2á

1

· 17 = 34⇔ á

1

= 1

S

10

= á

1

ë

10 − 1
ë− 1 =

2

10 − 1
2− 1 = 2

10 − 1
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¢

óêçóç 5.3.19 Ôï Üèñïéóìá �ùí í ðñþ�ùí üñùí ìéáò áêïëïõèßáò (á

í

),í ∈ N åßíáé:

S

í

= 8− 1

2

í

Íá äåßîå�å ü�é ç áêïëïõèßá (á

í

) åßíáé ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò êáé íá âñåèïýí �á á

1

êáé ë.

Ë

ý

óç 5.3.19 Âñßóêïõìå ðñþ�á �ïí á

í

. Åßíáé

á

í

= S

í

−S
í−1

= 8− 1

2

í

− 8 + 1

2

í−1

=

1

2

í−1

− 1

2

í

=

1

2

í−1

(

1− 1

2

)

=

1

2

í

Ôü�å Ý÷ïõìå

ë =

á

í+1

á

í

=

2

−(í+1)

2

−í

=

1

2

ïðü�å óõìðåñáßíïõìå ü�é ç áêïëïõèßá åßíáé ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò ìå ë =

1

2

êáé á

1

=

1

2

.

¢

óêçóç 5.3.20 ¸ó�ù ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò :

1

4

�

1

2

� 1� · · ·

á) Íá âñåß�å �ïí íéïó�ü üñï.

â) Íá âñåß�å �ïí á

9

.

ã) �ïéïò üñïò éóïý�áé ìå 256;

Ë

ý

óç 5.3.20 ¸÷ïõìå ë = 2 êáé á

1

=

1

4

ïðü�å

á

í

= á

1

· ëí−1

=

1

4

2

í−1

= 2

í−3

êáé

á

9

= 2

9−3

= 2

6

= 64

�éá �ï ã), Ýó�ù ü�é á

í

= 256, èá åßíáé �ü�å

256 = 2

í−3 ⇔ 2

8

= 2

í−3 ⇔ í− 3 = 8⇔ í = 11

¢

óêçóç 5.3.21 Óå ìéá ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäï åßíáé :

á

2

=

8

3

êáé á

5

=

64

81

á) Íá âñåß�å �ïí ðñþ�ï üñï á

1

êáé �ï ëüãï ë

â) Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí 8 ðñþ�ùí üñùí �çò.
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Ë

ý

óç 5.3.21 �íùñßæïõìå äýï üñïõò ïðü�å âñßóêïõìå ðñþ�á �ï ë. Éó÷ýåé

á

5

á

2

= ë

5−2 ⇔
64

81

8

3

= ë

3 ⇔ ë

3

=

8

27

⇔ ë =

2

3

êáé åðåéäÞ

á

2

= á

1

· ë2−1 ⇔ 8

3

= á

1

· 2
3

⇔ á

1

= 4

ÔÝëïò, Ý÷ù ãéá �ï S

8

S

8

= á

1

ë

8 − 1
ë− 1 = 4

(
2

3

)
8

− 1

2

3

− 1
=

75660

6561

¢

óêçóç 5.3.22 Áí óå ìéá ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäï åßíáé ë = 2, á

í

= 192, S

í

= 381 íá âñåß�å :

á) Ôïí ðñþ�ï üñï á1.

â) Ôï ðëÞèïò �ùí üñùí.

ã) Ôï Üèñïéóìá S = á

1

+ á

3

+ á

5

+ :á

61

Ë

ý

óç 5.3.22 ÅðåéäÞ á

í

= 192 åßíáé á

í+1

= 384 Ý�óé Ý÷ïõìå áðü �ïí �ýðï

S

í

=

á

í+1

− á
1

ë− 1 ⇔ 381 =

384− á
1

2− 1 ⇔ á

1

= 3

Åðßóçò

S

í

= á

1

ë

í − 1
ë− 1 ⇔ 381 = 3

2

í − 1
2− 1 ⇔ 2

í − 1 = 127⇔ 2

í

= 128⇔ í = 7

�éá �ï �ñß�ï åñþ�çìá ðáñá�çñïýìå ü�é ç áêïëïõèßá �ùí üñùí á

1

,á

3

,á

5

,... åßíáé ìéá

ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò, ìå ðñþ�ï üñï á

1

êáé ëüãï ë

2

. Áõ�ü ðïõ æç�åß�áé åßíáé íá âñïýìå

�ï Üèñïéóìá �ùí 31 ðñþ�ùí üñùí. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ïí �ýðï Ý÷ïõìå

S

31

= 3

4

31 − 1
4− 1 = 4

31 − 1

¢

óêçóç 5.3.23 Íá âñåèïýí �ñåßò äéáäï÷éêïß üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ, ïé ïðïßïé íá

Ý÷ïõí Üèñïéóìá 14 êáé ãéíüìåíï 64.

Ë

ý

óç 5.3.23 ¸ó�ù

x

ë

� x� xë ïé æç�ïýìåíïé áñéèìïß. Èá åßíáé �ü�å

(1)

x

ë

+ x + xë = 14 êáé

(2)

x

ë

· x · xë = 64
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Áðü �çí (2) Ý÷ù

x

3

= 64⇔ x = 4

Ý�óé ðáßñíù áðü �çí (1)

4

ë

+ 4 + 4ë = 14

⇔ 4 + 4ë + 4ë

2

= 14ë

⇔ 4ë

2 − 10ë + 4 = 0

⇔ ë = 2 Þ ë =

1

2

• �éá x = 4 êáé ë = 2 ïé áñéèìïß åßíáé: 2, 4, 8

• �éá x = 4 êáé ë =

1

2

ïé áñéèìïß åßíáé: 8, 4, 2.

¢

óêçóç 5.3.24 Ìå�áîý �ùí áñéèìþí 3 êáé 384 íá âñåèïýí Ýîé áêüìç áñéèìïß þó�å üëïé

ìáæß íá áðï�åëïýí äéáäï÷éêïýò üñïõò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ.

Ë

ý

óç 5.3.24 Èåùñþ �çí áêïëïõèßá

á

1

= 3� á

2

� á

3

� á

4

� á

5

� á

6

� á

7

� á

8

= 384

�éá áõ�Þí �çí áêïëïõèßá èá éó÷ýåé

á

8

= á

1

· ë7 ⇔ 384 = 3 · ë7 ⇔ ë

7

= 128⇔ ë = 2

ÄçëáäÞ ïé æç�ïýìåíïé áñéèìïß åßíáé: 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, 384.

¢

óêçóç 5.3.25 �üóïõò üñïõò ðñÝðåé íá ðÜñïõìå áðü �ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäï

2� 4� 8� 16� · · ·

þó�å �ï ÜèñïéóìÜ �ïõò S íá åßíáé 254;

Ë

ý

óç 5.3.25 Ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò Ý÷åé ðñþ�ï üñï á

1

= 2 êáé ëüãï ë = 2. ¸ó�ù ê �ï

ðëÞèïò �ùí üñùí. Ôü�å:

S

ê

= á

1

ë

ê − 1

ë− 1

⇔ 254 = 2

2

ê − 1

2− 1

⇔ 127 = 2

ê − 1

⇔ 2

ê

= 128⇔ ê = 7

¢ñá ðñÝðåé íá ðÜñïõìå 7 üñïõò.
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¢

óêçóç 5.3.26 Óå ìéá ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäï (á

í

) åßíáé

á

1

=

4

3

� êáé ë = 2

Íá âñåß�å �ïí ìåãáëý�åñï üñï �çò ðñïüäïõ ðïõ äåí õðåñâáßíåé �ïí áñéèìü 685.

Ë

ý

óç 5.3.26 Èá ðñÝðåé

á

ê

= á

1

· ëê−1 < 685

⇔ 4

3

2

ê−1
< 685

⇔ 2

ê+1

< 2055 áñá

ê + 1 = 11⇔ ê = 10

ÅðïìÝíùò ìåãáëý�åñïò üñïò åßíáé ï äÝêá�ïò.

¢

óêçóç 5.3.27 Íá õðïëïãßóå�å �ï ãéíüìåíï �ùí í ðñþ�ùí üñùí ãéá �ç ãåùìå�ñéêÞ

ðñüïäï: 1,3,9,27,...

Ë

ý

óç 5.3.27 Ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò Ý÷åé ðñþ�ï üñï á

1

= 1 êáé ëüãï ë = 3. ÅðïìÝíùò

ï íéïó�üò üñïò �çò åßíáé:

á

í

= á

1

· ëí−1 = 3í−1

Ôï ãéíüìåíï ðïõ èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå åßíáé:

� = 1 · 3 · 9 · 27 · · ·3í−1

= 3

0 · 31 · 32 · 33 · · ·3í−1

= 3

1 + 2 + 3 + · · · + (í− 1)

= 3

í(í− 1)
2

�éá�é ï åêèÝ�çò åßíáé Üèñïéóìá (í − 1) üñùí áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ ìå ðñþ�ï üñï á

1

= 1

êáé äéáöïñÜ ù = 1.

¢

óêçóç 5.3.28 Ìéá ìðÜëá ðÝö�åé áðü ýøïò 60 ìÝ�ñùí êáé áíáðçäÜ óå Ýäáöïò öèÜíï-

í�áò êÜèå öïñÜ ó�ï

1

3

�ïõ ýøïõò �çò ðñïçãïýìåíçò áíáðÞäçóçò. Íá âñåß�å óå �é ýøïò

èá öèÜóåé ó�çí 4

ç

áíáðÞäçóç.

Ë

ý

óç 5.3.28 ¸ó�ù á

í

�ï ýøïò, ó�ï ïðïßï öèÜíåé ç ìðÜëá óç í-ïó�Þ áíáðÞäçóç.

Ôü�å

á

í+1

=

1

3

á

í

¢ñá ðñüêåé�áé ãéá ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäï ìå ðñþ�ï üñï á

1

=

60

3

= 20 êáé ë =

1

3

. Ïðü�å :

á

4

= á

1

ë

4−1
= 20

(
1

3

)
3

=

20

27

ì
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5.3 �åùìå�ñéêÞ ðñüïäïò

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 5.3.29 Ï íéïó�üò üñïò áêïëïõèßáò (á

í

) åßíáé:

á

í

= 3 · 2í−1

Íá äåßîå�å ü�é ç áêïëïõèßá áõ�Þ åßíáé ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò êáé íá âñåèïýí �á á

1

êáé ë.

¢

óêçóç 5.3.30 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ

2

3

� 2� 6� · · ·

¢

óêçóç 5.3.31 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ

9� 27� 81� · · ·

¢

óêçóç 5.3.32 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ

1� 0�4� 0�16� · · ·

¢

óêçóç 5.3.33 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ

− 2� 4� − 8� · · ·

¢

óêçóç 5.3.34 Íá âñåß�å �ï í-ïó�ü üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ

− 3� 9� − 27� · · ·

¢

óêçóç 5.3.35 Íá âñåß�å �ïí á

7

üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ

2� 6� 18� · · ·

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò
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¢

óêçóç 5.3.36 Íá âñåß�å �ïí á

10

üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ

1� − 2� 4� · · ·

¢

óêçóç 5.3.37 Íá âñåß�å �ïí á

9

üñï �çò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ

8

27

�

4

9

�

2

3

� · · ·

¢

óêçóç 5.3.38 Íá âñåß�å �ï ëüãï ìéáò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ, �çò ïðïßáò ï 2

ïò

üñïò

åßíáé

8

3

êáé ï 5

ïò

üñïò åßíáé

64

81

.

¢

óêçóç 5.3.39 Íá âñåß�å �ïí á

21

üñï ìéáò ãåùìå�ñêÞò ðñïüäïõ ãéá �çí ïðïßá

á

13

=

√

2 êáé á

23

= 32

√

2

¢

óêçóç 5.3.40 Íá âñåß�å �ïí ðñþ�ï üñï �çò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ 4� 8� 16� · · ·, ðïõ
õðåñâáßíåé �ï 2000.

¢

óêçóç 5.3.41 Íá âñåß�å �ïí ðñþ�ï üñï �çò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ 128� 64� 32� · · ·, ðïõ
åßíáé ìéêñü�åñïò �ïõ 0�25.

¢

óêçóç 5.3.42 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí 10 üñùí �çò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ

1� 2� 4� · · ·

¢

óêçóç 5.3.43 Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí 10 üñùí �çò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ

−4� 8� − 16� · · ·

¢

óêçóç 5.3.44 Íá õðïëïãßóå�å �ï Üèñïéóìá

1 + (−2) + 4 + · · · + 256

¢

óêçóç 5.3.45 Ï í-ïó�üò üñïò ìéáò áêïëïõèßáò åßíáé á

í

=

2

í

3

í+1

Íá äåßîå�å ü�é ç áêïëïõ-

èßá áõ�Þ åßíáé ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò êáé íá ãñÜøå�å �ïõò á

1

êáé ë.
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¢

óêçóç 5.3.46 Ôï Üèñïéóìá �ùí í ðñþ�ùí üñùí áêïëïõèßáò åßíáé:

S

í

= 2(3

í − 1)

á) Íá âñåèåß �ï á

í

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é åßíáé ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò êáé íá âñåèåß ï á

1

êáé ï ë.

ã) �üóïõò üñïõò �çò ðñÝðåé íá ðÜñïõìå, ãéá íá Ý÷ïõìå Üèñïéóìá 484;

¢

óêçóç 5.3.47 Äßíå�áé ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò ìå

á

1

=

1

2

� á

í

=

1

64

� êáé ë =

1

2

Íá âñåß�å �ï ðëÞèïò í.

¢

óêçóç 5.3.48 Íá âñåß�å �ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäï (á

í

) ó�çí ïðïßá éó÷ýïõí:

á

3

− á
1

= 16 êáé á

5

− á
3

= 144

¢

óêçóç 5.3.49 ¸ó�ù ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò (á

í

) ìå

á

3

= x + 9� á

4

= −2x� á

5

= x� x 6= 0

á) Íá âñåß�å �ï x.

â) Íá âñåß�å �ïí üñï ðïõ éóïý�áé ìå −3
8

.

¢

óêçóç 5.3.50 Óå ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäï åßíáé

á

7

= 640 êáé

á

10

á

5

= 32

á) Íá âñåèåß ï á

1

êáé ï ë.

â) Íá âñåèåß �ï Üèñïéóìá �ùí 8 ðñþ�ùí üñùí �çò.

¢

óêçóç 5.3.51 Íá âñåß�å �ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäï ãéá �çí ïðïßá

S

4

= 30 êáé

á

5

+ á

6

+ á

7

+ á

8

= 480
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¢

óêçóç 5.3.52 Óå ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäï éó÷ýåé

S

6

= 9S

3

Íá âñåß�å �ï ëüãï �çò ðñïüäïõ.

¢

óêçóç 5.3.53 Íá âñåß�å �ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäï (á

í

),áí

S

3

= 26 êáé á

4

− á
1

= 52

¢

óêçóç 5.3.54 Íá âñåèåß ï x þó�å ïé áñéèìïß x−4, x +1, x−19 íá åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé

ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ.

¢

óêçóç 5.3.55 �ïéüí áñéèìü ðñÝðåé íá ðñïóèÝóïõìå ó�ïõò áñéèìïýò 3, 27, 99 þó�å

ïé áñéèìïß ðïõ èá ðñïêýøïõí íá åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ;

¢

óêçóç 5.3.56 Áí ïé áñéèìïß x, y, z åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ íá äåßîå�å

ü�é:

(x

2

+ y

2

)(y

2

+ z

2

) = (xy + yz)

2

¢

óêçóç 5.3.57 Íá áðïäåßîå�å ü�é áí õøþóïõìå êÜèå üñï ìéáò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ

ó�çí k, �ü�å ðñïêýð�åé ðÜëé ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò.

¢

óêçóç 5.3.58 Áí óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï (á

í

) ï á

2

åßíáé ãåùìå�ñéêüò ìÝóïò �ùí á

1

êáé á

4

íá äåßîå�å ü�é ï á

6

åßíáé ãåùìå�ñéêüò ìÝóïò �ùí á

4

êáé á

9

¢

óêçóç 5.3.59 Óå ìéá ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäï åßíáé:

á

1

+ á

2

= 4 êáé á

3

+ á

4

= 36

á) Íá âñåèåß ï ðñþ�ïò üñïò á

1

êáé ï ëüãïò ë.

â) Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí üñùí �çò ðñïüäïõ ðïõ åßíáé áíÜìåóá ó�ïí 5

ï

êáé �ïí 20

ï

üñï.

¢

óêçóç 5.3.60 Íá âñåèïýí �Ýóóåñéò äéáäï÷éêïß üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ, ïé ïðïßïé

íá Ý÷ïõí ãéíüìåíï 16 êáé Üèñïéóìá ìåóáßùí üñùí 5.
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¢

óêçóç 5.3.61 Íá âñåß�å �ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäï, �çò ïðïßáò �ï Üèñïéóìá �ùí äýï

ðñþ�ùí üñùí �çò åßíáé 3 +

√
3 êáé �ï Üèñïéóìá �ùí �åóóÜñùí ðñþ�ùí üñùí �çò åßíáé

4(3 +

√
3).

¢

óêçóç 5.3.62 Ìå�áîý �ùí ñéæþí ñ

1

, ñ

2

�çò åîßóùóçò

x

2 − 51x + 144 = 0 ìå ñ

1

< ñ

2

íá âñåèïýí �ñåéò áêüìç áñéèìïß, þó�å üëïé ìáæß íá áðï�åëïýí äéáäï÷éêïýò üñïõò ãåù-

ìå�ñéêÞò ðñïüäïõ.

¢

óêçóç 5.3.63 Íá ëõèåß ç åîßóùóç:

5 · 52 · 54 · 58 · · ·52x = 5

255

¢

óêçóç 5.3.64 Äßíå�áé ç åîßóùóç

x

3 − 2x2 − 25x + 50 = 0

á) Íá âñåèåß ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò ðïõ Ý÷åé óáí ðñþ�ï üñï �ç ìéêñü�åñç ñßæá �çò

åîßóùóçò êáé óáí ëüãï �ç ìåãáëý�åñç ñßæá.

â) Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí ðñþ�ùí üñùí �çò á

í

ùò í ðÜñïõìå �ï �ñéðëÜóéï �çò

�ñß�çò ñßæáò.

¢

óêçóç 5.3.65 Áí ïé áñéèìïß

1

â− ã�
1

2â

�

1

â− á

åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ , íá äåßîå�å ü�é ïé áñéèìïß á, â, ã åßíáé äéáäï÷éêïß

üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ.

¢

óêçóç 5.3.66 Áí Ýíá Ü�ïìï ðïõ ãíùñßæåé Ýíá ìõó�éêü �ï ðåé óå 2 ößëïõò �ïõ �çí ðñþ�ç

ìÝñá ïé ïðïßïé ó�ç óõíÝ÷åéá �ï ðïõí óå 2 ößëïõò �ïõò ï êáèÝíáò �çí åðüìåíç ìÝñá ê.ï.ê,

ðüóïé èá ìÜèïõí �ï ìõó�éêü ìå�Ü áðü 10 çìÝñåò;

¢

óêçóç 5.3.67 Ìéá êïéíùíßá âáê�çñéäßùí õðïäéðëáóéÜæå�áé óå áñéèìü êÜèå ìéá þñá.

Áí áñ÷éêÜ õðÜñ÷ïõí 8192 âáê�çñßäéá íá âñåß�å ðüóá èá õðÜñ÷ïõí ìå�Ü áðü 11 þñåò.
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¢

óêçóç 5.3.68 ÊÜðïéïò îåêßíçóå íá äéáâÜæåé Ýíá âéâëßï �çí ÊõñéáêÞ êáé �ï �åëåßùóå óå

ðÝí�å ìÝñåò, �çí �Ýìð�ç. Ôçí ÊõñéáêÞ êáé �çí Äåõ�Ýñá äéÜâáóå 10 óåëßäåò �çí çìÝñá.

Ôçí Ôñß�ç 20 óåëßäåò êáé êÜèå åðüìåíç ìÝñá �á

2

5

�çò ðñïçãïýìåíçò ìÝñáò.

á) �üóåò óåëßäåò äéÜâáóå �çí �Ýìð�ç;

â) �üóåò óåëßäåò Ý÷åé �ï âéâëßï;

¢

óêçóç 5.3.69 Åßíáé ãíùó�ü ü�é �á ìÞêç �ùí ÷ïñäþí ðïõ ïñßæïí�áé áðü �á �Üó�á ìéáò

êéèÜñáò, áðï�åëïýí ãåùìå�ñéêü ðñüïäï ìå ëüãï ë. Ôïðïèå�ïýí�áé äå, ìå �Ý�ïéï �ñüðï

þó�å �ï 12

ï

�Üó�ï íá óõìðßð�åé ìå �ï ìÝóïí �çò ÷ïñäÞò. (Óýìöùíá ìå �çí ïñïëïãßá ìáò

Ý÷ïõìå á

1

= 1 êáé á

13

=

1

2

).

Íá âñåß�å :

á) Ôïí ëüãï ë.

â) Ôïõò üñïõò á

8

,á

6

êáé á

4

êáé íá �ïõò óõãêñßíå�å ìå �á êëÜóìá�á

2

3

,

3

4

êáé

4

5

.

¢

óêçóç 5.3.70 Ï ðëçèõóìüò ìéáò ÷þñáò åßíáé 90 åêá�ïììýñéá êáé ðáñïõóéÜæåé å�Þóéá

áýîçóç 2%. Áí á

í

åßíáé ï ðëçèõóìüò �çò ÷þñáò ýó�åñá áðü í ÷ñüíéá, íá âñåß�å Ýíáí

áíáäñïìéêü �ýðï, êáèþò êáé �ïí ãåíéêü üñï �çò áêïëïõèßáò (áí). �ïéïò èá åßíáé ï

ðëçèõóìüò �çò ÷þñáò ýó�åñá áðü 10 ÷ñüíéá;

¢

óêçóç 5.3.71 Óýìöùíá ìå �çí ðáñÜäïóç áõ�Þ ü�áí êÜðï�å ï çãåìüíáò �çò ðåñéï÷Þò

ðïõ æïýóå ï âñá÷ìÜíïò Óßóóá, êÜëåóå áõ�üí ãéá íá åðéäåßîåé �ï ðáéãíßäé ðïõ åß÷å åöåýñåé,

�üóï ðïëý ãïç�åý�çêå áð´ áõ�ü ðïõ ñþ�çóå �ïí Óßóóá �é èá Þèåëå ùò áí�áìïéâÞ. Ôü�å ï

óïöüò åêåßíïò æÞ�çóå �üóïõò êüêêïõò óé�Üñé üóïõò èá ìðïñïýóáí íá óõìðåñéëçöèïýí

ó�á 64 �å�ñÜãùíá �çò óêáêéÝñáò âÜæïí�áò ó�ï ðñþ�ï Ýíá êüêêï, ó�ï äåý�åñï äýï, ó�ï

�ñß�ï �Ýóóåñéò, ó�ï �Ý�áñ�ï ïê�þ ê.ëð, äéðëáóéÜæïí�áò Ý�óé êÜèå öïñÜ ó�ï åðüìåíï

�å�ñÜãùíï.

Íá âñåß�å ðüóïé �üíïé ñõæéïý èá Þ�áí ç ðïóü�ç�á áõ�Þ áí 1Kg ñõæéïý Ý÷åé 20000

êüêêïõò.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 6

ÂáóéêÝò ¸ííïéåò �ùí Óõíáñ�Þóåùí

6.1 Ç ¸ííïéá �çò ÓõíÜñ�çóçò

Ïñéóìüò ÓõíÜñ�çóç f áðü Ýíá óýíïëï Á óå Ýíá óýíïëï Â ëÝãå�áé ìéá äéáäéêáóßá

(êáíüíáò) ìå �çí ïðïßá êÜèå ó�ïé÷åßï x �ïõ óõíüëïõ Á áí�éó�ïé÷ßæå�áé óå Ýíá áêñéâþò

ó�ïé÷åßï y �ïõ óõíüëïõ Â. Óõìâïëßæïõìå ìå :

f : A→ B êáé y = f(x)

Ôï óýíïëï Á ëÝãå�áé ðåäßï ïñéóìïý Þ óýíïëï ïñéóìïý �çò f, åíþ �ï óýíïëï Â ëÝãå�áé

ðåäßï �éìþí �çò f. Ôï ãñÜììá x, ðïõ ðáñéó�Üíåé ïðïéïäÞðï�å ó�ïé÷åßï �ïõ ðåäßïõ

ïñéóìïý �çò f, ïíïìÜæå�áé áíåîÜñ�ç�ç ìå�áâëç�Þ, åíþ �ï y, ðïõ ðáñéó�Üíåé �çí�éìÞ

�çò óõíÜñ�çóçò ó�ï x, ïíïìÜæå�áé åîáñ�çìÝíç ìå�áâëç�Þ.

¼�áí �á Á êáé Â åßíáé õðïóýíïëá �ïõ óõíüëïõ �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí, �ü�å

ìéëïýìå ãéá ðñáãìá�éêÞ óõíÜñ�çóç ðñáãìá�éêÞò ìå�áâëç�Þò.

Ôï ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá, áðåéêïíßæåé ãñáöéêÜ �çí Ýííïéá �çò óõíÜñ�çóçò.

¸ííïéá �çò óõíÜñ�çóçò.

�áñá�çñÞóåéò - Ó÷üëéá ÅÜí f : A→ B åßíáé óõíÜñ�çóç �ü�å

• ÊÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ Á áí�éó�ïé÷ßæå�áé óå Ýíá áêñéâþò ó�ïé÷åßï �ïõ Â.
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• ÌåñéêÜ ó�ïé÷åßá �ïõ Â ìðïñåß íá ìçí áðï�åëïýí �éìÝò �çò f.

• Äýï Þ ðåñéóóü�åñá ó�ïé÷åßá �ïõ Á ìðïñåß íá áí�éó�ïé÷ßæïí�áé ó�ï ßäéï ó�ïé÷åßï �ïõ Â.

6.1 Ç ¸ííïéá �çò ÓõíÜñ�çóçò

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Ìéá óõíÜñ�çóç f : A→ B ëÝãå�áé ðñáãìá�éêÞò ìå�áâëç�Þò ü�áí B ⊆ R . . . Ó Ë

2 Áí �ï óýíïëï �éìþí ìéáò óõíÜñ�çóçò åßíáé �ï [1� 2℄ �ü�å 1 ≤ f(x) ≤ 2 . . . . Ó Ë

3 Áí óå Ýíá áñéèìü áí�éó�ïé÷ßóïõìå �ñåéò áñéèìïýò, �ü�å Ý÷ïõìå óõíÜñ�çóç. . Ó Ë

4 Áí ó�ïõò Üñ�éïõò áñéèìïýò áí�éó�ïé÷ßóïõìå �ï 2 êáé ó�ïõò ðåñé��ïýò �ï 1 �ü�å Ý÷ïõìå

óõíÜñ�çóç. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

5 Áí −2 ≤ f(x) ≤ 2 �ü�å �ï 0 åßíáé �éìÞ �çò óõíÜñ�çóçò f ãéá êÜðïéï x . . . . . Ó Ë

6 Ôï óýíïëï �éìþí �çò f(x) = x|x|−1 åßíáé �ï {−1� 1} . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

6.1 Ç ¸ííïéá �çò ÓõíÜñ�çóçò

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 6.1.1 Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí:

1) f(x) = x

2

+ 1

2) f(x) =

1√
x

2

+ 1

3) f(x) =

1

x

3 − x

4) f(x) =

√

x

2 − 1

Ë

ý

óç 6.1.1

1. ÅðåéäÞ f(x) ∈ R ãéá êÜèå x ∈ R �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï R.

2. �ñÝðåé x

2

+ 1 > 0 ðïõ áëçèåýåé ãéá êÜèå x ∈ R. ¢ñá �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï R.

3. Èá ðñÝðåé

x

3 − x 6= 0⇔ x(x

2 − 1) 6= 0⇔ x(x− 1)(x + 1) 6= 0

⇔ x 6= 0 êáé x 6= 1 êáé x 6= −1

¢ñá �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï R− {−1� 0� 1}.
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4. Èá ðñÝðåé

x

2 − 1 ≥ 0⇔ x

2 ≥ 1⇔ |x|2 ≥ 1⇔ |x| ≥ 1

⇔ x ≥ 1 Þ x ≤ −1

¢ñá �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï (−∞� − 1℄ ∪ [1� +∞).

¢

óêçóç 6.1.2 Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí:

1) f(x) =

4

x− 1

+ 5

2) f(x) =

x

2 − 16

x

2 − 4x

3) f(x) =

1

x

2

+ 1

4) f(x) =

1

x + |x|

Ë

ý

óç 6.1.2

1. �ñÝðåé x− 1 6= 0⇔ x 6= 1 ¢ñá �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï (−∞� 1) ∪ (1� +∞).

2. �ñÝðåé

x(x− 4) 6= 0

⇔ x 6= 0 êáé x− 4 6= 0

⇔ x 6= 0 êáé x 6= 4

¢ñá �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï (−∞� 0) ∪ (0� 4) ∪ (4� +∞).

3. ÅðåéäÞ x

2

+ 1 6= 0 ãéá êÜèå x ∈ R �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï R.

4. �ñÝðåé

x + |x| 6= 0

⇔ |x| 6= −x
⇔ x > 0

¢ñá �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï (0� +∞).

¢

óêçóç 6.1.3 Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí:

1) f(x) =

√

x− 1 +

√

2− x 2) f(x) =

√

x

2 − 4

3) f(x) =

√

−x2 + 4x− 3

4) f(x) =

1√
x− 1

Ë

ý

óç 6.1.3

1. �ñÝðåé

x− 1 ≥ 0 êáé 2− x ≥ 0

⇔ x ≥ 1 êáé 2 ≥ x

¢ñá �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï [1� 2℄.
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2. �ñÝðåé

x

2 − 4 ≥ 0

⇔ x

2 ≥ 4

⇔ x ≤ −2 Þ x ≥ 2

¢ñá �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï (−∞� − 2℄ ∪ [2� +∞).

3. �ñÝðåé −x2 + 4x− 3 ≥ 0. Åßíáé Ä = 16− 12 = 4 êáé ïé ñßæåò �ïõ �ñéùíýìïõ åßíáé 3 êáé 1.

¢ñá 1 ≤ x ≤ 3 êáé ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï [1� 3℄

4. �ñÝðåé

x ≥ 0 êáé

√
x 6= 1

⇔x ≥ 0 êáé x 6= 1

¢ñá �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï [0� 1) ∪ (1� +∞).

¢

óêçóç 6.1.4 Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí:

1) f(x) =

√

4− x

2

x− 1

2) f(x) =

x

√

x− |x− 1|

Ë

ý

óç 6.1.4

1. Èá ðñÝðåé 4− x

2 ≥ 0 êáé x− 1 6= 0.

4− x

2 ≥ 0⇔ x

2 ≤ 4⇔ |x|2 ≤ 2

2 ⇔ |x| ≤ 2

⇔ −2 ≤ x ≤ 2

x− 1 6= 0⇔ x 6= 1

¢ñá �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï [−2� 1) ∪ (1� 2℄.
2. Èá ðñÝðåé x− |x− 1| > 0⇔ |x− 1| > x. �éá íá áðáëëáãïýìå áðü �ï áðüëõ�ï (Ý÷åé ñßæá

�ï 1), äéáêñßíïõìå ðåñéð�þóåéò :

• x ≥ 1 �ü�å |x− 1| = x− 1 êáé

x− |x− 1| > 0⇔ x− x + 1 > 0⇔ 1 > 0 áëçèÞò

• x < 1 �ü�å |x− 1| = −x + 1 êáé

x− |x− 1| > 0⇔ x + x− 1 > 0⇔ x >

1

2

ÓõíáëÞèåõóç ãéá

1

2

< x < 1

ÄçëáäÞ x − |x − 1| > 0 ü�áí x ≥ 1 Þ

1

2

< x < 1. ¢ñá �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï

(
1

2

� +∞
)

.
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¢

óêçóç 6.1.5 Íá âñåèåß �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò :

√

−x2 + 5x− 4− 3

√

x

2

+ 7x + 6 +

5

√

2− x

x

Ë

ý

óç 6.1.5 Èá ðñÝðåé íá óõíáëçèåýïõí ïé êÜ�ùèé áíéóþóåéò







−x2 + 5x− 4 ≥ 0

x

2

+ 7x + 6 ≥ 0

2− x

x

≥ 0� x 6= 0

⇔







x

2 − 5x + 4 ≤ 0

x

2

+ 7x + 6 ≥ 0

(2− x)x ≥ 0

⇔







(x− 1)(x− 4) ≤ 0

(x + 6)(x + 1) ≥ 0

(x− 2)x ≤ 0

⇔







1 ≤ x ≤ 4 êáé

(x ≤ −6 Þ x ≥ −1) êáé

0 ≤ x ≤ 2

ÂëÝðïõìå ëïéðüí ü�é ïé ðáñáðÜíù áíéóþóåéò óõíáëçèåýïõí ó�ï äéÜó�çìá [1� 2℄ ðïõ

åßíáé êáé �ï æç�ïýìåíï ðåäßï ïñéóìïý.

¢

óêçóç 6.1.6 Èåùñïýìå �ç óõíÜñ�çóç

f(x) =







2x + 1� áí x ≥ 2

x

2

� áí x < 2

Íá âñåèåß ç �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò

A = f(0)− 3f(1) + 2f(2) + f(3)

Ë

ý

óç 6.1.6 Åßíáé

f(0) = 0

2

= 0

f(1) = 1

2

= 1

f(2) = 2 · 2 + 1 = 5

f(3) = 2 · 3 + 1 = 7

Üñá

A = 0− 3 · 1 + 2 · 5 + 7 = 14
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¢

óêçóç 6.1.7 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = x + 1

Íá âñåèïýí :

1. Ôï x þó�å íá éó÷ýåé : f(x) = f(2x + 1)− 2.

2. Ôï á áí f(á) = 3.

3. Ôï â áí f(2) = â.

4. Ôï x áí f(x) = 0.

Ë

ý

óç 6.1.7 ¸÷ïõìå :

1. x + 1 = (2x + 1) + 1− 2⇔ x + 1 = 2x⇔ x = 1.

2. f(á) = 3⇔ á + 1 = 3⇔ á = 2.

3. f(2) = â⇔ 2 + 1 = â⇔ â = 3.

4. f(x) = 0⇔ x + 1 = 0⇔ x = −1.

¢

óêçóç 6.1.8 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =







áx

2

+ â� |x| ≤ 1

áx� |x| > 1

Íá âñåèïýí �á á,â áí f(2) = 4 êáé f

(

−1
2

)

= 1

Ë

ý

óç 6.1.8 ÅðåéäÞ |x| ≤ 1 ⇔ −1 ≤ x ≤ 1 êáé |x| > 1 ⇔ x < −1 Þ x > 1 ç óõíÜñ�çóç

ãñÜöå�áé éóïäýíáìá

f(x) =







áx

2

+ â� − 1 ≤ x ≤ 1

áx� x < −1 Þ x > 1

• ÅðåéäÞ 2 > 1 �ï f(2) åßíáé �éìÞ �ïõ 2

ïõ

êëÜäïõ �çò óõíÜñ�çóçò.

f(2) = 4

⇔ á · 2 = 4⇔ á = 2

• ÅðåéäÞ −1 < −1
2

< 1 �ï f

(

−1
2

)

åßíáé �éìÞ �ïõ 1

ïõ

êëÜäïõ �çò óõíÜñ�çóçò.

f

(

−1
2

)

= 1

⇔ á ·
(

−1
2

)
2

+ â = 1

⇔ 2 · 1
4

+ â = 1

⇔ â =

1

2
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¢

óêçóç 6.1.9 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =







2áx + 3� x ≤ 2

áx

3

+ 1� x ≥ 2

Íá âñåèåß �ï á.

Ë

ý

óç 6.1.9 ÅðåéäÞ ç f åßíáé óõíÜñ�çóç, ãéá �çí êïéíÞ �éìÞ x = 2 èá Ý÷ïõìå ìéá �éìÞ

�ïõ f(x). ÄçëáäÞ èá ðñÝðåé :

2á · 2 + 3 = á2

3

+ 1

4á = 2⇔ á =

1

2
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6.1 Ç ¸ííïéá �çò ÓõíÜñ�çóçò

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 6.1.10 Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí:

1)

√
x

2)

√

x + 1

3)

√

1− 3x
4)

√

x

2

5)

(

√
x

)

2

6)

1√
x

¢

óêçóç 6.1.11 Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí:

1)

√

x− 1 2)

√

−2x + 3

3)

√

x

2 − 9 4)

√

|x| − 2

5)

√

x

2

6)

√

1− |x|

¢

óêçóç 6.1.12 Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí:

1)

3

x

2 − 4 2)

x

2 − 5
x

2 − 5x

3)

−2
x

2

+ 1

4)

−1
|x| − 1

5)

x + 3

x + |x| 6)

x− 1
|x− 3| + 5

¢

óêçóç 6.1.13 Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí:

1)

2x

|x− 1| − |3x + 1| 2)

2

x

+

√

x− 1

3)

x− 1
x + 2

−
√

x + 3

4)

3

x− 1 +

x− 1
x + 2

5)

√

|x| − 2 + x− 1
3x− 1

6)

4x− 1
|x| − 2 +

√

x− 5

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò



"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ" 187

¢

óêçóç 6.1.14 Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí:

1)

√

x

2 − 2x− 3 2)

√

−x2 − 2x + 8

3)

√

x

2 − 4x + 5 4)

√

x

2 − 6x + 9

5)

√

−x2 + 2x− 1 6)

√

−x2 + 3x− 4

¢

óêçóç 6.1.15 Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí:

1)

x + 3

x

2

+ 8

2)

x− 1
x

3 − 9x

3)

2x + 7

x

3 − 4x2 + 4x 4)

5x− 12
x

3

+ x

2

+ x

5)

x− 5
x

4 − 27x 6)

x + 2

16x

6 − x2

¢

óêçóç 6.1.16 Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí:

1)

1

2x− 6 +

√

x + 2

2)

1 +

√
x + 3

√

4− x

3)

x

2

√

|2x− 3| − 5 4)

√

10− 2|x|
x

2

+ 3x

5)

√

7− |2x− 3|
|x− 1| − 2

6)

1

√

|x− 1|
+

√

2− |x|

¢

óêçóç 6.1.17 Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí:

1)

x− 2
x

2 − 4x + 4 2)

3x

x

2 − 3x− 10

3)

2x− 3
x

2

+ 3x− 4 −
4

x− 3 4)

5− x
4x

2 − 9 +

x− 3
x

2

+ 4x + 3

5)

7x− 13
x

2

+ 5x

− 21

x

2 − 2x− 3 6)

2x

x

2

+ 2x− 3 +

3x− 1
4x

2 − 4x + 1
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¢

óêçóç 6.1.18 Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí:

1)

x + 21

x

4 − 3x

2 − 4

2)

13− 5x

x

2 − 4|x|

3)

x

2 − 25

2x

2 − 5|x| − 3

4)

7− x

x

2 − 7|x| + 10

5)

1

x

2

+ 4|x| + 3 6)

x− 3

x

6

+ 7x

3 − 8

¢

óêçóç 6.1.19 Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí:

1)

√

(x− 1)x

2

+ x− 6 2)

√

(x

2 − 4)(x

2 − 2x− 3)

3)

√

(x + 1)(x

2 − 2x + 3)

x

2

+ x− 6

4)

√

−x2 + 4x + 5
(x− 2)(x

2 − 6x + 9)

5)

1

x

2 − 2x

−
√
x + 6

x

2 − 9

6)

1√
x + 3

−
√
x + 3

x− 3

¢

óêçóç 6.1.20 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = x

2 − 3x− 4

i) �ïéï åßíáé �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f;

ii) Íá âñåß�å �éò �éìÝò f(0), f(−1), f(4), f(5).
iii) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç f(x) = −6.

¢

óêçóç 6.1.21 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

√

x− 2

i) �ïéï åßíáé �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f;

ii) Íá âñåß�å �éò �éìÝò f(6), f(11), f(1).

¢

óêçóç 6.1.22 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =







2x− 5� áí x ≥ 0

−x2 + 7� áí x < 0
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i) �ïéï åßíáé �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f;

ii) Íá âñåß�å �éò �éìÝò f(−3), f(5
2

), f(−1), f(0), f(1
2

).

iii) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç f(x) = 3.

¢

óêçóç 6.1.23 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =







3x− 1� áí x < 1

−x + 3� áí 1 ≤ x ≤ 1

0� áí x > 2

i) �ïéï åßíáé �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f;

ii) Íá äéá�Üîå�å áðü �ç ìéêñü�åñç ðñïò �ç ìåãáëý�åñç �éò �éìÝò f(−1), f(5), f(1
2

), f(2).

¢

óêçóç 6.1.24 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =







6x� áí |x| ≤ 1

x

2

� áí |x| > 1

i) �ïéï åßíáé �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f;

ii) Íá âñåß�å �éò �éìÝò f(0), f(

ð

4

), f(−1), f(−2), f(
√
2).

¢

óêçóç 6.1.25 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = x

2 − 3x

i) �ïéï åßíáé �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f;

ii) Íá âñåß�å �éò �éìÝò f(0), f(−1), f(−2), f(f(1)), f(f(5)).
iii) Íá õðïëïãßóå�å �éò ðáñáó�Üóåéò: f(2á), f(á

2

), f(á + â) + f(á− â).

¢

óêçóç 6.1.26 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = x

2 − 4x + 5

i) �ïéï åßíáé �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f;

ii) Íá âñåß�å �éò �éìÝò f(0), f(5), f(2), f(f(1)).

iii) Íá õðïëïãßóå�å �éò ðáñáó�Üóåéò: f(−3á), f(2á2), f(á− â).

¢

óêçóç 6.1.27 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = 3− |x− 1|
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i) �ïéï åßíáé �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f;

ii) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò : Á = f(3)− f(−1)
iii) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç: f(x) = 2

iv) Íá ãñÜøå�å �ïí �ýðï �çò f ÷ùñßò �ï óýìâïëï �çò áðüëõ�çò �éìÞò.

v) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç:

f(f(4))x

2

+ f(−6)x + f(10) ≥ 0

¢

óêçóç 6.1.28 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

x

2 − 16

2x

2

+ 8x

i) �ïéï åßíáé �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f;

ii) Íá áðëïðïéÞóå�å �ïí �ýðï �çò f

iii) Íá âñåß�å �éò �éìÝò f(2), f(4), f(−4), f(1
2

).

iv) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç: f(x) ≥ 0

¢

óêçóç 6.1.29 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =







2áx− 1� áí x ≤ 1

áx

2

� áí x ≥ 1

i) Íá âñåß�å �ï á.

ii) Íá âñåß�å �çí f.

iii) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç f(x) = 4.

¢

óêçóç 6.1.30 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = áx−
√

x + 3

ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé f(6) = 9.

i) Íá âñåß�å �ïí áñéèìü á êáé �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f.

ii) Íá âñåß�å �éò �éìÝò f(−2) êáé f(13).

¢

óêçóç 6.1.31 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = x

3

+ ëx + 3

ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé f(2) + f(5) = 7.

i) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ áñéèìïý ë
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ii) Íá åîå�Üóå�å áí ïé áñéèìïß 8 êáé −2 áíÞêïõí ó�ï óýíïëï �éìþí �çò f.

iii) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç f(x) > 15.

¢

óêçóç 6.1.32 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç f ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé

f(x · y) = f(x) + f(y) ãéá êÜèå x�y ∈ R

Íá áðïäåßîå�å ü�é :

i) f(1)=0

ii) f(

1

x

) = −f(x) ãéá êÜèå x 6= 0.
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6.2 �ñáöéêÞ �áñÜó�áóç ÓõíÜñ�çóçò

Áí óå Ýíá åðßðåäï ó÷åäéÜóïõìå äýï êÜèå�ïõò Üîïíåò x

′
x êáé y

′
y ìå óçìåßï �ïìÞò �ï Ï

�ü�å ëÝìå ü�é Ý÷ïõìå Ýíá êáñ�åóéáíü óýó�çìá áíáöïñÜò ó�ï åðßðåäï. Áí åðéðëÝïí

ïé ìïíÜäåò �ùí áîüíùí Ý÷ïõí �ï ßäéï ìÞêïò, �ü�å ëÝìå ü�é �ï óýó�çìá áíáöïñÜò åßíáé

ïñèïêáíïíéêü. Ó�á åðüìåíá, åê�üò áí áíáöÝñå�áé äéáöïñå�éêÜ, ü�áí èá ëÝìå êáñ�åóéáíü

óýó�çìá áíáöïñÜò, èá åííïïýìå ïñèïêáíïíéêü.

Ìå �ç âïÞèåéá åíüò êáñ�åóéáíïý óõó�Þìá�ïò áíáöïñÜò, ìðïñïýìå íá áí�éó�ïé÷ßóïõ-

ìå óå êÜèå óçìåßï Ì �ïõ åðéðÝäïõ, Ýíá æåýãïò ðñáãìá�éêþí áñéèìþí (á� â), öÝñïí�áò

�éò ðñïâïëÝò �ïõ Ì ðÜíù ó�ïõò Üîïíåò x

′
x êáé y

′
y, üðùò öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá

Êáñ�åóéáíü, (�å�ìçìÝíç,�å�áãìÝíç) óçìåßïõ.

Áí�ßó�ñïöá, ãéá êÜèå æåýãïò ðñáãìá�éêþí áñéèìþí (á� â) üðïõ á,â åßíáé óçìåßá �ùí

áîüíùí, x

′
x êáé y

′
y áí�ßó�ïé÷á, ìðïñïýìå íá áí�éó�ïé÷ßóïõìå Ýíá óçìåßï �ïõ åðéðÝäïõ

Ì, öÝñïí�áò �éò êÜèå�åò ó�á á êáé â.

Ï áñéèìüò á (ðñïâïëÞ �ïõ Ì ó�ïí x

′
x ëÝãå�áé �å�ìçìÝíç �ïõ Ì, åíþ ï Üîïíáò x

′
x

êáëåß�áé êáé Üîïíáò �å�ìçìÝíùí. Ï áñéèìüò â (ðñïâïëÞ �ïõ Ì ó�ïí y

′
y ëÝãå�áé �å�áãìÝíç

�ïõ Ì, åíþ ï Üîïíáò y

′
y êáëåß�áé êáé Üîïíáò �å�áãìÝíùí.

Áðüó�áóç óçìåßùí : ¸ó�ù ü�é, Oxy Ýíá óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí ó�ï åðßðåäï êáé

A(x

1

� y

1

) êáé B(x

2

� y

2

) äýï óçìåßá áõ�ïý. Åßíáé åýêïëï íá áðïäåßîïõìå �ü�å, ü�é ç áðüó�á-

óÞ �ïõò äßíå�áé áðü �ïí êÜ�ùèé �ýðï:

(AB) =

√

(x

2

− x

1

)

2

+ (y

2

− y

1

)

2

¸ó�ù f ìéá óõíÜñ�çóç ìå ðåäßï ïñéóìïý Á êáé Oxy Ýíá óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí

ó�ï åðßðåäï. Ôï óýíïëï �ùí óçìåßùí M(x� y) ãéá �á ïðïßá éó÷ýåé y = f(x), äçëáäÞ �ï

óýíïëï �ùí óçìåßùí M(x� f(x)), x ∈ A, ëÝãå�áé ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f êáé óõìâïëßæå�áé

óõíÞèùò ìå C

f

. �éá íá �çí áðåéêïíßóïõìå äå ãñáöéêÜ ó�ï êáñ�åóéáíü åðßðåäï, áêïëïõ-

èïýìå �á åðüìåíá âÞìá�á :

• ÄéáëÝãïõìå åíäåéê�éêÜ óçìåßá x

1

� x

2

� · · · � x
ê

�ïõ ðåäßïõ ïñéóìïý.
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• Õðïëïãßæïõìå �éò �éìÝò f(x

1

)� f(x

2

)� · · · � f(x
ê

).

• ÌáñêÜñïõìå ó�ï åðßðåäï �á óçìåßá (x

1

� (f(x

1

))� (x

2

� (f(x

2

))� · · · � (x
ê

� (f(x

ê

)).

• ÔÝëïò, åíþíïõìå �á óçìåßá ðïõ âñÞêáìå.

6.2 �ñáöéêÞ �áñÜó�áóç ÓõíÜñ�çóçò

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Ôï óçìåßï Ì(−2� 5) Ý÷åé �å�ìçìÝíç −2 êáé �å�áãìÝíç 5. . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 Ôï óçìåßï Ì(−1� 3) áíÞêåé ó�ï 2

ï

�å�áñ�çìüñéï. . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

3 Ôá óçìåßá Ì(−1� 3) êáé Ì(1� 3) åßíáé óõììå�ñéêÜ ùò ðñïò y

′
y . . . . . . . . Ó Ë

4 Ôá óçìåßá Ì(3� 2) êáé Ì(2� 3) åßíáé óõììå�ñéêÜ ùò ðñïò �ç äé÷ï�üìï �çò ðñþ�çò

ãùíßáò �ùí áîüíùí. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

5 Ç óõíÜñ�çóç f(x) = |x| + 1 �Ýìíåé �ïí Üîïíá x

′
x . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

6 Áí ç óõíÜñ�çóç f(x) äåí �Ýìíåé �ïí Üîïíá x

′
x �ü�å äåí Ý÷åé ðñáãìá�éêÝò ñßæåò Ó Ë

7 Ôï óçìåßï K(0� 2) áíÞêåé ó�ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f(x) = −x + 2 . . . . . Ó Ë

8 Áí Á,Â,� �õ÷áßá óçìåßá �ïõ åðéðÝäïõ, �ü�å éó÷ýåé (ÁÂ) + (Â�) ≥ (Á�) . . . . Ó Ë

6.2 �ñáöéêÞ �áñÜó�áóç ÓõíÜñ�çóçò

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 6.2.1 Íá âñåß�å �éò óõí�å�áãìÝíåò �ïõ óõììå�ñéêïý �ïõ óçìåßïõ A(2� 3) ùò ðñïò

1 . Ôïí Üîïíá x

′
x.

2 . Ôïí Üîïíá y

′
y.

3 . Ôçí äé÷ï�üìï �ïõ ðñþ�ïõ �å�áñ�çìüñéïõ.

Ë

ý

óç 6.2.1 Èá åßíáé

1 . A

′
(2� − 3).

2 . A

′
(−2� 3).

3 . A

′
(3� 2).
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¢

óêçóç 6.2.2 Ôï óçìåßï Á(3ê + 5� 4 − ê) âñßóêå�áé ó�ïí Üîïíá x

′
x. Íá âñåß�å �éò óõí�å-

�áãìÝíåò �ïõ.

Ë

ý

óç 6.2.2 ÅðåéäÞ �ï óçìåßï Á âñßóêå�áé ó�ïí Üîïíá x

′
x, ç �å�áãìÝíç �ïõ èá åßíáé 0.

Èá éó÷ýåé ëïéðüí ü�é

4− ê = 0⇔ ê = 4

Ôü�å ç �å�ìçìÝíç �ïõ óçìåßïõ åßíáé 3 ·4+5 = 17, ïðü�å ïé óõí�å�áãìÝíåò �ïõ åßíáé Á(17� 0).

¢

óêçóç 6.2.3 Õðïëïãßó�å �çí áðüó�áóç ìå�áîý �ùí óçìåßùí A êáé B :

1) Á(−1� 4) Â(2� − 1) 2) Á(−5� − 2) Â(−1� − 3)

Ë

ý

óç 6.2.3 Èá åßíáé

1.

(AB) =

√

(2− (−1))2 + (−1− 4)2

=

√

9 + 25 =

√

36 = 6

2.

(AB) =

√

(−1− (−5))2 + (−3− (−2))2

=

√

16 + 1 =

√

17

¢

óêçóç 6.2.4 Íá áðïäåßîå�å ü�é �á óçìåßá Á(1� 3),Â(−1� 0) êáé �(3� 0) áðï�åëïýí êïñõöÝò
éóïóêåëïýò �ñéãþíïõ.

Ë

ý

óç 6.2.4 Õðïëïãßæïõìå �éò áðïó�Üóåéò (ÁÂ),(Â�) êáé (Á�).

(AB) =

√

(−1− 1)2 + (0− 3)2

=

√

4 + 9 =

√

13

(B�) =

√

(3− (−1))2 + (0− 0)2

=

√

4

2

= 4

(A�) =

√

(3− 1)2 + (0− 3)2

=

√

4 + 9 =

√

13

ÅðåéäÞ (ÁÂ) = (Á�) óõìðåñáßíïõìå ü�é �ï �ñßãùíï åßíáé éóïóêåëÝò.
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¢

óêçóç 6.2.5 Íá ó÷åäéÜóå�å �ï ðïëýãùíï ìå êïñõöÝò �á

óçìåßá :

Á(2� 5)� Â(5� 1)� �(2� − 3) êáé Ä(−1� 1)

êáé ó�ç óõíÝ÷åéá íá áðïäåßîå�å ü�é áõ�ü åßíáé ñüìâïò.

Ë

ý

óç 6.2.5

Ë

ý

óç 6.2.5 ÊÜíïõìå �ï ó÷Þìá êáé êá�üðéí õðïëïãßæïõ-

ìå �éò áðïó�Üóåéò (ÁÂ),(Â�),(�Ä) êáé (ÄÁ).

(AB) =

√

(5− 2)

2

+ (1− 5)

2

=

√

9 + 16 = 5

(B�) =

√

(2− 5)

2

+ (−3− 1)

2

=

√

9 + 16 = 5

(�Ä) =

√

(−1− 2)

2

+ (1 + 3)

2

=

√

9 + 16 = 5

(ÄÁ) =

√

(2 + 1)

2

+ (5− 1)

2

=

√

9 + 16 = 5

Åßíáé ëïéðüí (ÁÂ) = (Â�) = (�Ä) = (ÄÁ), Üñá (ÁÂ�Ä) åßíáé ñüìâïò.

¢

óêçóç 6.2.6 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

(x− 1)

2

2

− x + 3

Íá åîå�Üóå�å áí �ï óçìåßï Á(3� 2) áíÞêåé ó�ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f.

Ë

ý

óç 6.2.6 Èá ðñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é f(3) = 2. �ñáãìá�éêÜ :

f(3) =

(3− 1)

2

2

− 3 + 3

=

4

2

= 2

¢

óêçóç 6.2.7 Íá âñåß�å �á óçìåßá ó�á ïðïßá ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí ðáñáêÜ�ù

óõíáñ�Þóåùí �Ýìíïõí �ïõò Üîïíåò.

1) f(x) = 2x + 5

2) x

2 − 4x + 3

Ë

ý

óç 6.2.7

1) f(x) = 2x + 5.

• �éá x = 0 âñßóêù y = f(0) = 5. ¢ñá �ï óçìåßï (0� 5) åßíáé �ï óçìåßï ðïõ ç 2x + 5

�Ýìíåé �ïí Üîïíá y

′
y.
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• �éá y = 0 âñßóêù 0 = 2x + 5⇔ x = −5
2

. ¢ñá �ï óçìåßï

(

−5
2

� 0

)

åßíáé �ï óçìåßï ðïõ

ç 2x + 5 �Ýìíåé �ïí Üîïíá x

′
x.

2) f(x) = x

2 − 4x + 3.

• �éá x = 0 âñßóêù y = f(0) = 3. ¢ñá �ï óçìåßï (0� 3) åßíáé �ï óçìåßï ðïõ ç x

2 −4x+3

�Ýìíåé �ïí Üîïíá y

′
y.

• �éá y = 0 âñßóêù

x

2 − 4x + 3 = 0� Ä = (−4)2 − 4 · 1 · 3 = 4� Üñá

x

1�2

=

4±
√
4

2

= 3 êáé 1

¢ñá �á óçìåßá ðïõ ç x

2 − 4x + 3 �Ýìíåé �ïí Üîïíá x

′
x åßíáé �á (0� 1) êáé (0� 3).

¢

óêçóç 6.2.8 Íá âñåß�å �á óçìåßá ó�á ïðïßá ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí ðáñáêÜ�ù

óõíáñ�Þóåùí �Ýìíïõí �ïõò Üîïíåò.

1) f(x) = (x− 2)(x− 3)

2) g(x) = (x− 1)

2

3) h(x) = x

2

+ x + 1

4) q(x) = x

√

x

2 − 4

Ë

ý

óç 6.2.8

1) f(x) = (x− 2)(x− 3).

• �éá x = 0 âñßóêù y = f(0) = (0 − 2)(0 − 3) = 6. ¢ñá �ï óçìåßï (0� 6) åßíáé �ï óçìåßï

ðïõ ç C

f

�Ýìíåé �ïí Üîïíá y

′
y.

• �éá y = 0 âñßóêù

(x− 2)(x− 3) = 0

x− 2 = 0 Þ x− 3 = 0

x = 2 Þ x = 3

¢ñá ç C

f

�Ýìíåé �ïí Üîïíá x

′
x ó�á óçìåßá (2� 0) êáé (3� 0).

2) g(x) = (x− 1)

2

.

• �éá x = 0 âñßóêù y = g(0) = (0− 1)

2

= 1. ¢ñá �ï óçìåßï (0� 1) åßíáé �ï óçìåßï ðïõ ç

C

g

�Ýìíåé �ïí Üîïíá y

′
y.

• �éá y = 0 âñßóêù

(x− 1)

2

= 0

x− 1 = 0⇔ x = 1

¢ñá ç C

g

�Ýìíåé �ïí Üîïíá x

′
x ó�ï óçìåßï (1� 0).

3) h(x) = x

2

+ x + 1.

• �éá x = 0 âñßóêù y = h(0) = 1. ¢ñá �ï óçìåßï (0� 1) åßíáé �ï óçìåßï ðïõ ç C

h

�Ýìíåé

�ïí Üîïíá y

′
y.
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• �éá y = 0 âñßóêù

x

2

+ x + 1 = 0

Ä = 1− 4 = −3 < 0

¢ñá ç C

h

äåí Ý÷åé êïéíÜ óçìåßá ìå �ïí Üîïíá x

′
x.

4) q(x) = x

√

x

2 − 4.

• Èá ðñÝðåé

x

2 − 4 ≥ 0

⇔ x

2 ≥ 4

⇔ |x| ≥ 2

⇔ x ≤ −2 Þ x ≥ 2

Ï x äå ìðïñåß íá ðÜñåé �çí �éìÞ ìçäÝí, Üñá ç C

q

äåí Ý÷åé êïéíü óçìåßï ìå �ïí Üîïíá y

′
y.

• �éá y = 0 âñßóêù

x

√

x

2 − 4 = 0

⇔
√

x

2 − 4 = 0

⇔ x

2 − 4 = 0

⇔ x

2

= 4

⇔ x = ±2

¢ñá ç C

q

�Ýìíåé �ïí Üîïíá x

′
x ó�á óçìåßá (2� 0) êáé (−2� 0).

¢

óêçóç 6.2.9 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = x

2

�1

Íá âñåß�å :

i) Ôá óçìåßá �ïìÞò �çò C

f

ìå �ïõò Üîïíåò.

ii) Ôéò �å�ìçìÝíåò �ùí óçìåßùí �çò C

f

ðïõ âñßóêïí�áé ðÜíù áðü �ïí Üîïíá x

′
x.

Ë

ý

óç 6.2.9

i) f(x) = x

2

�1.

• �éá x = 0 âñßóêù y = f(0) = −1. ¢ñá �ï óçìåßï (0� − 1) åßíáé �ï óçìåßï ðïõ ç C

f

�Ýìíåé �ïí Üîïíá y

′
y.

• �éá y = 0 âñßóêù

x

2

�1 = 0

x

2

= 1

x = 1 Þ x = −1

¢ñá ç C

f

�Ýìíåé �ïí Üîïíá x

′
x ó�á óçìåßá 12� 0) êáé (−1� 0).
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i) �ñÝðåé

f(x) > 0

x

2

�1 > 0

x

2

> 1

|x| > 1⇔ x ≤ −1 Þ x ≥ 1

¢

óêçóç 6.2.10 Äßíïí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò

f(x) = x

2

�5x + 4 êáé g(x) = 2x− 6

Íá âñåß�å :

i) Ôá êïéíÜ óçìåßá �ùí C

f

,C

g

.

ii) Ôéò �å�ìçìÝíåò �ùí óçìåßùí �çò C

f

ðïõ âñßóêïí�áé êÜ�ù áðü �ç C

g

.

Ë

ý

óç 6.2.10

i) Èá ðñÝðåé

f(x) = g(x)

⇔ x

2 − 5x + 4 = 2x− 6

⇔ x

2 − 7x + 10 = 0

⇔ x = 2 Þ x = 5

Ôü�å f(2) = g(2) = 2·2−6 = −2 êáé f(5) = g(5) = 2·5−6 = 4.

Ôá êïéíÜ óçìåßá äçëáäÞ �ùí C

f

,C

g

åßíáé �á 2� − 2) êáé

(5� 4).

ii) Èá ðñÝðåé

f(x) < g(x)

⇔ x

2 − 5x + 4 < 2x− 6

⇔ x

2 − 7x + 10 < 0

⇔ 2 < x < 5

¢

óêçóç 6.2.11 Íá ãßíåé ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò

f(x) = x

3 − 3x

2

+ 1

Ë

ý

óç 6.2.11 Êá�áóêåõÜæù Ýíá åíäåéê�éêü ðßíáêá �éìþí

x

-2 -1

0

1 2

3

f(x)

-19 -3

1 -1

-3

1
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Óõíå÷ßæù êá�üðéí ó�ï ãñÜöçìá �çò óõíÜñ�çóçò.

�ñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f(x) = x

3 − 3x2 + 1
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6.2 �ñáöéêÞ �áñÜó�áóç ÓõíÜñ�çóçò

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 6.2.12 Íá óçìåéþóå�å óå Ýíá êáñ�åóéáíü åðßðåäï �á óçìåßá :

A(−1� 3) B(2� − 3) �(−4� − 2) Ä(3� 2)

Å(−4� 0) Æ(0� 2) Ç(0� − 3) È(4� 0)

¢

óêçóç 6.2.13 Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ùí ë, ì þó�å �ï óçìåßï :

i) Á(ë + ì� ì− 1) íá âñßóêå�áé ó�ïí çìéÜîïíá Ïx.

ii) Â(ë− 2� ë− ì) íá âñßóêå�áé ó�ïí çìéÜîïíá Oy

′
.

iii) �(ë− 3� ë + 1) íá âñßóêå�áé ó�ï 2

o

�å�áñ�çìüñéï.

¢

óêçóç 6.2.14 Ôï óçìåßï Á(2ê + 4� 3− ê) âñßóêå�áé ó�ïí Üîïíá x

′
x. Íá âñåß�å �éò óõí�å-

�áãìÝíåò �ïõ.

¢

óêçóç 6.2.15 Ôï óçìåßï Â(12 − 3ê� 5ê − 10) âñßóêå�áé ó�ïí Üîïíá y

′
y. Íá âñåß�å �éò

óõí�å�áãìÝíåò �ïõ.

¢

óêçóç 6.2.16 Íá âñåß�å �á óõììå�ñéêÜ �ùí óçìåßùí

Á(7� − 2) Â(3� 5) �(−4� 7) Ä(−2� − 6)

i) �ïí Üîïíá x

′
x.

ii) �ïí Üîïíá y

′
y.

iii) �çí áñ÷Þ �ùí áîüíùí.

iv) �ç äé÷ï�üìï �çò 1

çò

êáé �çò 3

çò

ãùíßáò �ùí áîüíùí.

¢

óêçóç 6.2.17 Íá âñåß�å �á óõììå�ñéêÜ �ùí óçìåßùí

Á(4� 0) Â(0� − 5) �(4� − 3) Ä(2� − 1)

i) �ïí Üîïíá x

′
x.

ii) �ïí Üîïíá y

′
y.

iii) �çí áñ÷Þ �ùí áîüíùí.

iv) �ç äé÷ï�üìï �çò 1

çò

êáé �çò 3

çò

ãùíßáò �ùí áîüíùí.

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò



"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ" 201

¢

óêçóç 6.2.18 Ôá óçìåßá Á(5−3ë� 2ì−ë) êáé Â(4� 1) åßíáé óõììå�ñéêÜ ùò ðñïò �ïí Üîïíá
y

′
y. Íá âñåß�å �á ë� ì ∈ R

¢

óêçóç 6.2.19 Ôá óçìåßá Á(á

2

+2á� 2−2á) êáé Â(á+6� á2−á) åßíáé óõììå�ñéêÜ ùò ðñïò

�ïí Üîïíá x

′
x. Íá âñåß�å �ïí á ∈ R.

¢

óêçóç 6.2.20 Õðïëïãßó�å �çí áðüó�áóç ìå�áîý �ùí óçìåßùí A êáé B :

1) Á(3� 2) Â(2� 1) 2) Á(2� 1) Â(−3� 1)

3) Á(2� 3) Â(−3� − 4) 4) Á(−5� − 6) Â(3� 4)

¢

óêçóç 6.2.21 Õðïëïãßó�å �çí áðüó�áóç ìå�áîý �ùí óçìåßùí A êáé B :

1) Á(2� 4) Â(5� 8) 2) Á(−5� 1) Â(7� 6)

3) Á(−3� − 4) Â(3� 4) 4) Á(−6� − 7) Â(6� 9)

¢

óêçóç 6.2.22 Õðïëïãßó�å �çí áðüó�áóç ìå�áîý �ùí óçìåßùí A êáé B :

1) Á(4� 0) Â(0� 5) 2) Á(−7� − 3) Â(−3� 0)

3) Á(−6� 8) Â(0� 0) 4) Á(0� 0) Â(0� 2)

¢

óêçóç 6.2.23 Õðïëïãßó�å �çí áðüó�áóç ìå�áîý �ùí óçìåßùí A êáé B :

1) Á(−2� 0) Â(1� − 3) 2) Á(0� 0) Â(1� 1)

3) Á(6� − 1) Â(6� − 2) 4) Á(3� − 2) Â(−3� − 2)

¢

óêçóç 6.2.24 Íá áðïäåßîå�å ü�é �á óçìåßá Á(−2� 2),Â(−2� − 3) êáé �(1� 1) áðï�åëïýí
êïñõöÝò éóïóêåëïýò �ñéãþíïõ.
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¢

óêçóç 6.2.25 Íá áðïäåßîå�å ü�é �á óçìåßá Á(−5� 3),Â(−1� − 2) êáé �(4� 2) áðï�åëïýí

êïñõöÝò éóïóêåëïýò ïñèïãùíßïõ �ñéãþíïõ.

¢

óêçóç 6.2.26 Äßíïí�áé �á óçìåßá Á(4� 0), Â(1� 1) êáé �(5� 3). Íá áðïäåé÷èåß ü�é ïé ãùíßåò

ÁÂ� êáé Á�Â åßíáé ßóåò.

¢

óêçóç 6.2.27 Íá áðïäåßîå�å ü�é �á óçìåßá Á(3� 2), Â(−1� 1) êáé �(4� − 2) åßíáé êïñõöÝò

éóïóêåëïýò �ñéãþíïõ.

¢

óêçóç 6.2.28 Íá áðïäåßîå�å ü�é �á óçìåßá Á(1� 2), Â(4� − 2) êáé �(−3� 5) åßíáé êïñõöÝò
éóïóêåëïýò �ñéãþíïõ.

¢

óêçóç 6.2.29 Íá áðïäåßîå�å ü�é �á óçìåßá Á(1� − 1), Â(−1� 1) êáé �(4� 2) åßíáé êïñõöÝò
ïñèïãùíßïõ �ñéãþíïõ.

¢

óêçóç 6.2.30 Íá áðïäåßîå�å ü�é �á óçìåßá Á(1� 4), Â(5� 2) êáé �(−2� − 2) åßíáé êïñõöÝò

ïñèïãùíßïõ �ñéãþíïõ.

¢

óêçóç 6.2.31 Íá âñåèåß ï x þó�å ç áðüó�áóç �ùí óçìåßùí Á(x� 2) êáé Â(1� − 2) íá

åßíáé 5.

¢

óêçóç 6.2.32 Íá âñåèåß �ï á ∈ R þó�å ç áðüó�áóç �ùí óçìåßùí Á(−2� á) êáé Â(9 −
á� 2á + 3) íá åßíáé 10.

¢

óêçóç 6.2.33 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = 3x− 2

Íá åîå�Üóå�å ðïéï áðü �á ðáñáêÜ�ù óçìåßá áíÞêïõí ó�ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f:

Á(2� 4) Â(−1� − 6) �(0� − 2) Ä(−4� − 10)

¢

óêçóç 6.2.34 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

{

x

2 − 3x áí x ≥ 2

|x− 3| − 3 áí x < 2
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Íá åîå�Üóå�å ðïéï áðü �á ðáñáêÜ�ù óçìåßá áíÞêïõí ó�ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f:

Á(5� 10) Â(−1� − 2) �(2� − 1) Ä(3� 0)

¢

óêçóç 6.2.35 Íá âñåß�å �á óçìåßá ó�á ïðïßá ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí ðáñáêÜ�ù

óõíáñ�Þóåùí �Ýìíïõí �ïõò Üîïíåò.

1) (x− 3)(x + 1)
2) x

2 − 2x− 8

3)

x− 2
x

2

+ x

4)

√

x + 2

¢

óêçóç 6.2.36 Íá âñåß�å �á óçìåßá ó�á ïðïßá ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí ðáñáêÜ�ù

óõíáñ�Þóåùí �Ýìíïõí �ïõò Üîïíåò.

1) |x− 1| + 2 2) 3x− 12

3) x

2 − 9 4) |2x− 5| − 7

¢

óêçóç 6.2.37 Íá âñåß�å �á óçìåßá ó�á ïðïßá ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí ðáñáêÜ�ù

óõíáñ�Þóåùí �Ýìíïõí �ïõò Üîïíåò.

1)

x + 6

x− 2 2)

x

2 − 5x + 4
x + 2

3)

√

|x| − 3
4)

√

4− x

¢

óêçóç 6.2.38 Ôï óçìåßï Ì(−3� − 5) áíÞêåé ó�ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò

f(x) = x

2

+ áx− 8

Íá âñåß�å :

i) �ïí áñéèìü á

ii) �á óçìåßá �ïìÞò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò �çò f ìå �ïõò Üîïíåò.

¢

óêçóç 6.2.39 H ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò

f(x) = |x + á| − 7 + á
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äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï Ì(5− á� 3). Íá âñåß�å:

i) �ïí áñéèìü á.

ii) �á óçìåßá �ïìÞò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò �çò f ìå �ïõò Üîïíåò.

¢

óêçóç 6.2.40 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

á

x− 1 +

6

x− 2

i) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ á ∈ R, ü�áí �ï óçìåßï Ì(5� 8) áíÞêåé ó�çí ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç

�çò óõíÜñ�çóçò.

ii) Íá åîå�Üóå�å áí �ï óçìåßï Í(4� 11) áíÞêåé ó�çí ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò.

¢

óêçóç 6.2.41 Äßíïí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò :

f(x) = x

2 − 3 êáé

g(x) = 5x− 9

Íá âñåß�å �á êïéíÜ óçìåßá �ùí ãñáöéêþí ðáñáó�Üóåùí �ùí óõíáñ�Þóåùí f êáé g.

¢

óêçóç 6.2.42 Äßíïí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò :

f(x) = |x− 1| + 2x êáé

g(x) = 2x + 5

Íá âñåß�å �á äéáó�Þìá�á ó�á ïðïßá ç C

f

âñßóêå�áé ðÜíù áðü �ç C

g

.
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6.3 Ç ÓõíÜñ�çóç f(x) = áx + â

Ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f(x) = áx + â åßíáé ìéá åõèåßá ç ïðïßá :

1. ÔÝìíåé �ïí Üîïíá �ùí y ó�ï (0� â).

2. Ó÷çìá�ßæåé ìå �ïí Üîïíá �ùí x ãùíßá ù ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé åö ù = á

ÓõíÜñ�çóç f(x) = 0�5x + 1.

Ôïí áñéèìü áõ�ü á �ïí êáëïýìå êáé óõí�åëåó�Þ äéåýèõíóçò �çò f(x) = áx+â Þ êëßóç

�çò åõèåßáò. �åíéêÜ ãéá �çí ãùíßá ù éó÷ýåé

0

0 ≤ù < 180

0

êáé ü�áí

• ù = 0

0

�ü�å á = 0. Ç åõèåßá Ý÷åé åîßóùóç y = â

• 0

0

< ù < 90

0

�ü�å á > 0

• 90

0

< ù < 180

0

�ü�å á < 0

Ï óõí�åëåó�Þò äéåýèõíóçò äåí ïñßæå�áé ü�áí ù = 90

0

. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ç

åîßóùóç �çò åõèåßáò åßíáé �çò ìïñöÞò

x = 

Ó÷å�éêÞ èÝóç äýï åõèåéþí¸ó�ù äýï åõèåßåò å

1

,å

2

ìå åîéóþóåéò y = á

1

x+â

1

êáé y = á

2

x+â

2

áí�ßó�ïé÷á.

• Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é áí ïé äýï åõèåßåò Ý÷ïõí �ïí ßäéï óõí�åëåó�Þ äéåýèõíóçò �ü�å åßíáé

ðáñÜëëçëåò Þ �áõ�ßæïí�áé. Éó÷ýåé äçëáäÞ :

å

1

� å

2

ðáñÜëëçëåò⇔ á

1

= á

2

ü�áí äå åðéðëÝïí â

1

= â

2

�ü�å �áõ�ßæïí�áé.

• Åðßóçò áðïäåéêíýå�áé ü�é, ü�áí äýï åõèåßåò åßíáé êÜèå�åò ìå�áîý �ïõò �ü�å �ï ãéíüìåíï

�ùí óõí�åëåó�þí äéåõèýíóåþí �ïõò åßíáé ßóï ìå −1. Éó÷ýåé äçëáäÞ :

å

1

� å

2

êÜèå�åò⇔ á

1

á

2

= −1
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Åîßóùóç åõèåßáò äéåñ÷ïìÝíçò áðü äýï óçìåßá ¸ó�ù (x

1

� y

1

) êáé (x

2

� y

2

) äýï óçìåßá

�ïõ åðéðÝäïõ. Ç åîßóùóç �çò åõèåßáò �ü�å ðïõ äéÝñ÷å�áé áðï �á (x

1

� y

1

) êáé (x

2

� y

2

) äßíå�áé

áðü �ïí �ýðï

y− y

1

x− x

1

=

y

2

− y

1

x

2

− x

1

Åîßóùóç åõèåßáò äéåñ÷ïìÝíçò áðü óçìåßï ìå äïèÝí�á óõí�åëåó�Þ ¸ó�ù (x

1

� y

1

) Ýíá

óçìåßï �ïõ åðéðÝäïõ êáé á äïèåßò óõí�åëåó�Þò äéåýèõíóçò. Ç åîßóùóç �çò åõèåßáò �ü�å

ðïõ äéÝñ÷å�áé áðï �ï (x

1

� y

1

) êáé Ý÷åé óõí�åëåó�Þ äéåýèõíóçò á äßíå�áé áðü �ïí �ýðï

y− y

1

x− x

1

= á

6.3 Ç ÓõíÜñ�çóç f(x) = áx + â

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Ï óõí�åëåó�Þò äéåýèõíóçò ìéáò åõèåßáò ëáìâÜíåé �éìÝò ó�ï äéÜó�çìá [−1� 1℄. Ó Ë

2 Ï óõí�åëåó�Þò äéåýèõíóçò �çò äé÷ï�üìïõ �çò ðñþ�çò êáé �ñß�çò ãùíßáò �ùí áîüíùí

åßíáé ßóïò ìå 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

3 Ï óõí�åëåó�Þò äéåýèõíóçò ìéáò åõèåßáò ðáñÜëëçëçò ìå �ïí Üîïíá x

′
x åßíáé 0. Ó Ë

4 Ï óõí�åëåó�Þò äéåýèõíóçò äåí ïñßæå�áé ãéá ù = 90

ï

. . . . . . . . . . . . . Ó Ë

5 Ç åõèåßá y = 5 åßíáé êÜèå�ç ó�ïí Üîïíá y

′
y. . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

6 Áñíç�éêüò óõí�åëåó�Þò äéåýèõíóçò óçìáßíåé ü�é 90

ï ≤ù ≤ 180

ï

. . . . . . . Ó Ë

7 Äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò Ý÷ïõí �ïí ßäéï óõí�åëåó�Þ äéåýèõíóçò. . . . . . . Ó Ë

8 Ôï ãéíüìåíï �ùí óõí�åëåó�þí äéåýèõíóçò äýï êÜèå�ùí åõèåéþí éóïý�áé ìå −1.Ó Ë

9 Ç åõèåßá ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �á óçìåßá Á(0� 5) êáé Â(5� 0) Ý÷åé áñíç�éêü óõí�åëåó�Þ

äéåýèõíóçò. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

10 Ïé åõèåßåò y = 2x + 5 êáé y = −2x + 5 åßíáé êÜèå�åò. . . . . . . . . . . . . . Ó Ë
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6.3 Ç ÓõíÜñ�çóç f(x) = áx + â

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 6.3.1 Íá êá�áóêåõÜóå�å ãåùìå�ñéêÜ ãùíßá ù �Ý�ïéá þó�å

åöù =

1

3

Ë

ý

óç 6.3.1 Ç ãåùìå�ñéêÞ êá�áóêåõÞ öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá ðïõ áêïëïõèåß. �ñï÷ùñïý-

ìå ó�ïí Üîïíá x

′
x �üóåò ìïíÜäåò üóï ï ðáñáíïìáó�Þò êáé ó�ïí Üîïíá y

′
y �üóåò ìïíÜäåò

üóï ï áñéèìç�Þò �ïõ äïèÝí�ïò êëÜóìá�ïò.

�åùìå�ñéêÞ êá�áóêåõÞ åöáð�ïìÝíçò êëÜóìá�ïò.

¢

óêçóç 6.3.2 Íá âñåß�å �ç ãùíßá ðïõ ó÷çìá�ßæåé ìå �ïí Üîïíá x

′
x ç åõèåßá

1) y = x + 2

2) y =

√

3x− 1

3) y = −x + 1
4) y = −

√

3x + 2

Ë

ý

óç 6.3.2 Åßíáé

1) åö ù = 1⇔ù = 45

o

2) åö ù =

√

3⇔ù = 60

o

3) åö ù = −1⇔ù = 135

o

4) åö ù = −
√

3⇔ù = 120

o

¢

óêçóç 6.3.3 Íá âñåß�å �çí êëßóç �çò åõèåßáò ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �á óçìåßá :

1) Á(1� 2) êáé Â(2� 3) 2) Á(1� 2) êáé Â(2� 1)
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3) Á(2� 1) êáé Â(�1� 1) 4) Á(1� 3) êáé Â(2� 1)

Ë

ý

óç 6.3.3 Åöáñìüæïõìå �ïí �ýðï

á =

y

2

− y
1

x

2

− x
1

� x

2

6= x

1

1) á =

3− 2
2− 1 = 1

2) á =

1− 2
2− 1 = −1

3) á =

1− 1
−1− 2 = 0

4) á =

1− 3
2− 1 = −2

¢

óêçóç 6.3.4 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï

Ì(3� − 4)

êáé Ý÷åé óõí�åëåó�Þ äéåýèõíóçò

√

2.

Ë

ý

óç 6.3.4 Èá åßíáé :

y− (−4)
x− 3 =

√

2

⇔ y + 4 =

√

2(x− 3)
⇔ y =

√

2x− 3
√

2− 4

¢

óêçóç 6.3.5 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �á óçìåßá

Á(−5� 1) êáé Â(−2� − 3)

Ë

ý

óç 6.3.5 Èá åßíáé :

y− 1
x− (−5) =

−3− 1
−2− (−5)

⇔ y− 1
x + 5

=

−4
3

⇔ y− 1 = −4
3

x− 20

3

⇔ y = −4
3

x− 17

3
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¢

óêçóç 6.3.6 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �ï M(−5� − 2)
êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò �çí åõèåßá ìå åîßóùóç

f(x) = −3x + 5
7

+ 3

Ë

ý

óç 6.3.6 Ï óõí�åëåó�Þò äéåýèõíóçò �çò f åßíáé −3
7

. ÅðïìÝíùò ï óõí�åëåó�Þò

äéåýèõíóçò ìéáò ðáñÜëëçëçò ðñïò áõ�Þí èá åßíáé −3
7

. ÅðåéäÞ äå äéÝñ÷å�áé áðü �ï

M(−5� − 2), ç åîßóùóÞ �çò èá åßíáé :

y + 2

x + 5

= −3
7

⇔ y + 2 = −3
7

x− 15

7

⇔ y = −3
7

x− 29

7

¢

óêçóç 6.3.7 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï M(3� 1)

êáé åßíáé êÜèå�ç ó�çí åõèåßá ìå åîßóùóç

f(x) = −x− 1
3

+ 4

Ë

ý

óç 6.3.7 Ï óõí�åëåó�Þò äéåýèõíóçò �çò f åßíáé −1
3

. ÅðïìÝíùò ï óõí�åëåó�Þò

äéåýèõíóçò ìéáò êÜèå�çò ðñïò áõ�Þí èá åßíáé 3. ÅðåéäÞ äå äéÝñ÷å�áé áðü �ï M(3� 1),

ç åîßóùóÞ �çò èá åßíáé :

y− 1
x− 3 = 3

⇔ y− 1 = 3x− 9⇔ y = 3x− 8

¢

óêçóç 6.3.8 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ç ïðïßá :

i) ¸÷åé êëßóç á = �1 êáé �Ýìíåé �ïí Üîïíá y

′
y ó�ï óçìåßï Â(0� 2).

ii) Ó÷çìá�ßæåé ìå �ïí Üîïíá x

′
x ãùíßá ù = 45

ï

êáé �Ýìíåé �ïí Üîïíá y

′
y ó�ï óçìåßï Â(0� 1).

iii) Åßíáé ðáñÜëëçëç ìå �çí åõèåßá y = 2x�3 êáé äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï A(1� 1).

Ë

ý

óç 6.3.8 ¸ó�ù å : y = áx + â ç æç�ïýìåíç åõèåßá.

i) Èá åßíáé y = −1 · x + 2⇔ y = −x + 2
ii) Èá åßíáé á = åö ù = åö 45

ï

= 1 Üñá å : y = x + 1

iii) H å åßíáé ðáñÜëëçëç ìå �çí y = 2x − 3 ⇔ á = 2. ÅðåéäÞ äå äéÝñ÷å�áé áðü �ï (0� 1) èá

éó÷ýåé :

1 = á · 1 + â⇔ 1 = 2 + â⇔ â = −1
¢ñá å : y = 2x− 1
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¢

óêçóç 6.3.9 Ó�ï äéðëáíü ó÷Þìá äßíïí�áé ç ãñáöéêÞ ðá-

ñÜó�áóç ìéáò óõíÜñ�çóçò f ðïõ åßíáé ïñéóìÝíç óå üëï �ï

R êáé ç åõèåßá y = x. Íá ëýóå�å ãñáöéêÜ :

i) Ôéò åîéóþóåéò f(x) = 1 êáé f(x) = x.

ii) Ôéò áíéóþóåéò f(x) < 1 êáé f(x)x.

Ë

ý

óç 6.3.9

i)

• �éá �çí åîßóùóç f(x) = 1 Áíáæç�Üìå �á x ãéá �á ïðïßá

ç �éìÞ �çò f åßíáé 1. Áðü �ï ó÷Þìá, áõ�Ü �á x åßíáé

x = �1 Þ x = 1.

• �éá �çí åîßóùóç f(x) = x Áíáæç�Üìå �á x ãéá �á ïðïßá

ç �éìÞ �çò f åßíáé x. Áðü �ï ó÷Þìá, áõ�Ü �á x åßíáé

x = �2 Þ x = 0 Þ x = 1.

ii)

• �éá �çí áíßóùóç f(x) < 1 Áíáæç�Üìå �á x ∈ R ãéá �á ïðïßá ç �éìÞ �çò f åßíáé < 1.

Áðü �ï ó÷Þìá, áõ�Ü �á x åßíáé åêåßíá ãéá �á ïðïßá ç C

f

åßíáé êÜ�ù áðü �çí åõèåßá

y = 1, äçëáäÞ åßíáé �á x ∈ (�∞� �1) ∪ (�1� 1).
• �éá �çí áíßóùóç f(x) ≥ x1 Áíáæç�Üìå �á x ∈ R ãéá �á ïðïßá ç �éìÞ �çò f åßíáé ≥ x.

Áðü �ï ó÷Þìá, áõ�Ü �á x åßíáé åêåßíá ãéá �á ïðïßá ç C

f

åßíáé ðÜíù áðü �çí åõèåßá

y = x, äçëáäÞ åßíáé �á x ∈ [�2� 0) ∪ [1� +∞).

¢

óêçóç 6.3.10 Ó�ï ßäéï óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí íá ÷áñÜ-

îå�å �éò ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí óõíáñ�Þóåùí

f(x) = |x| êáé g(x) = 1

i) Ìå �ç âïÞèåéá áõ�þí íá ëýóå�å ãñáöéêÜ �éò áíéóþóåéò :

|x| ≤ 1 êáé |x| > 1

ii) Íá åðéâåâáéþóå�å áëãåâñéêÜ �éò áðáí�Þóåéò óáò ó�ï

ðñïçãïýìåíï åñþ�çìá.

Ë

ý

óç 6.3.10

i)

• �éá �çí áíßóùóç |x| ≤ 1 Áíáæç�Üìå �á x ∈ R ãéá �á ïðïßá ç �éìÞ �çò |x| åßíáé ≤ 1.

Áðü �ï ó÷Þìá, áõ�Ü �á x åßíáé åêåßíá ãéá �á ïðïßá ç C

f

åßíáé êÜ�ù áðü �çí åõèåßá

g(x) = 1Þ �çí �Ýìíåé, äçëáäÞ åßíáé �á x ∈ [�1� 1℄.

• �éá �çí áíßóùóç |x| > 1 Áíáæç�Üìå �á x ∈ R ãéá �á ïðïßá ç �éìÞ �çò |x| åßíáé > 1.

Áðü �ï ó÷Þìá, áõ�Ü �á x åßíáé åêåßíá ãéá �á ïðïßá ç C

f

åßíáé ðÜíù áðü �çí åõèåßá

g(x) = 1, äçëáäÞ åßíáé �á x ∈ (�∞� − 1) ∪ [1� +∞).

ii) ÁëãåâñéêÞ åðéâåâáßùóç

|x| ≤ 1⇔ −1 ≤ x ≤ 1⇔ x ∈ [−1� 1℄
|x| > 1⇔ x < −1Þx > 1⇔ x ∈ (�∞� − 1) ∪ [1� +∞)
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¢

óêçóç 6.3.11 Ìéá öù�åéíÞ áê�ßíá êéíåß�áé êá�Ü ìÞêïò �çò

åõèåßáò y = 1�x êáé áíáêëÜ�áé ó�ïí Üîïíá �ùí x

′
x. Íá

ãñÜøå�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò êá�Ü ìÞêïò �çò ïðïßáò

êéíåß�áé ç áíáêëþìåíç áê�ßíá.

Ë

ý

óç 6.3.11

¸ó�ù Á,Â �á óçìåßá �ïìÞò �çò åõèåßáò y = 1�x ìå �ïõò

Üîïíåò.

�éá y = 0 Ý÷ïõìå 0 = 1�x⇔ x = 1. ¢ñá ïé óõí�å�áãìÝíåò

�ïõ Á åßíáé (1� 0).

�éá x = 0 Ý÷ïõìå y = 1, Üñá ïé óõí�å�áãìÝíåò �ïõ Â åßíáé

(0� 1).

Ç áíáêëþìåíç áê�ßíá, åßíáé óõììå�ñéêÞ �çò åõèåßáò y = 1�x ùò ðñïò �çí êá�áêüñõöç

åõèåßá x = 1 êáé �ï óõììå�ñéêü �ïõ Â ùò ðñïò �çí x = 1 åßíáé �ï �(2� 1). Æç�Üìå íá âñïýìå

ëïéðüí �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ðïõ äéÝ÷å�áé áðü �á A(1� 0) êáé �(2� 1). Áõ�Þ åßíáé :

y− 0
x− 1 =

1− 0
2− 1

⇔ y = x− 1

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280



212 "ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

6.3 Ç ÓõíÜñ�çóç f(x) = áx + â

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 6.3.12 Íá êá�áóêåõÜóå�å ãåùìå�ñéêÜ ãùíßá ù �Ý�ïéá þó�å :

1) åöù =

2

5

2) åöù = 2 3) åöù =

4

3

4) åöù =

3

7

¢

óêçóç 6.3.13 Íá âñåß�å óå êÜèå ðåñßð�ùóç, �ç ãùíßá ðïõ ó÷çìá�ßæåé ç C

f

ìå �ïí Üîïíá

x

′
x :

1) f(x) = x + 5 2) f(x) = −x + 13

3) f(x) =

√
3

3

x− 7 4) f(x) =

√

3x + 2

¢

óêçóç 6.3.14 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï

Ì(−5� 1)

êáé Ý÷åé óõí�åëåó�Þ äéåýèõíóçò

√
3

3

.

¢

óêçóç 6.3.15 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï

Ì(−2� − 1)

êáé Ý÷åé óõí�åëåó�Þ äéåýèõíóçò −2
5

.

¢

óêçóç 6.3.16 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �á óçìåßá

1) Á(5� 0) êáé Â(0� 5) 2) Á(1� 2) êáé Â(2� 1)

3) Á(2� 1) êáé Â(−1� 1) 4) Á(1� 3) êáé Â(2� 1)
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¢

óêçóç 6.3.17 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �á óçìåßá

1) Á

(
1

2

�

3

4

)

êáé Â

(

−3
2

�

2

7

)

2) Á(

√

2� −
√

7) êáé Â(−
√

3�

√

5)

¢

óêçóç 6.3.18 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï

M(3� 2) êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò �çí åõèåßá ìå åîßóùóç

f(x) = −2x
7

+

1

3

¢

óêçóç 6.3.19 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �ï êÝí�ñï �ùí

áîüíùí êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò �çí åõèåßá ìå åîßóùóç

f(x) =

x + 5

4

+

2

7

¢

óêçóç 6.3.20 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï

M(−4� − 2) êáé åßíáé êÜèå�ç ó�çí åõèåßá ìå åîßóùóç

f(x) =

2x

5

− 2

¢

óêçóç 6.3.21 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï

M(2� − 1) êáé åßíáé êÜèå�ç ó�çí åõèåßá ìå åîßóùóç

f(x) = −2x− 1
3

− 4

¢

óêçóç 6.3.22 Ná âñåèåß �ï ë þó�å ïé åõèåßåò

y = (1− ë2)x + 3 êáé

y = (ë− 1)x

íá åßíáé ðáñÜëëçëåò.
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¢

óêçóç 6.3.23 Ná âñåèåß �ï ë þó�å ïé åõèåßåò

y = (ë

2 − 2ë)x + 1 êáé

y = −1

íá åßíáé ðáñÜëëçëåò.

¢

óêçóç 6.3.24 Ná âñåèåß �ï ë þó�å ïé åõèåßåò

y = ëx + 2 êáé

y = (ë + 2)x− 1

íá åßíáé êÜèå�åò.

¢

óêçóç 6.3.25 Ná âñåèåß �ï ë þó�å ïé åõèåßåò

y = ë

3

x + 1 êáé

y = −ëx

íá åßíáé êÜèå�åò.

¢

óêçóç 6.3.26 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï

Ì(3� 5) êáé åßíáé êÜèå�ç ó�çí åõèåßá ìå åîßóùóç

f(x) = −
√

2x− 3

¢

óêçóç 6.3.27 Äßíå�áé ç åõèåßá

y = (ë

2

+ 1)x + ë− 3� ë ∈ R

Íá âñåß�å:

i. �éá ðïéá ë ∈ R ç åõèåßá äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï Á(1� 4).

ii. �éá ðïéá ë ∈ R ç åõèåßá åßíáé ðáñÜëëçëç ó�çí y = 10x + 5.

iii. �éá ðïéá ë ∈ R ç åõèåßá åßíáé êÜèå�ç ó�çí x = −1
2

x + 6.

¢

óêçóç 6.3.28 Íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç �çò åõèåßáò ðïõ ðáñéó�Üíåé �ç ó÷Ýóç ìå�áîý

�çò èåñìïêñáóßáò C óå âáèìïýò Celius êáé �çò èåñìïêñáóßáò F óå âáèìïýò Fahrenheit

åßíáé ç

C =

5

9

(F− 32)
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�íùñßæïõìå ü�é �ï íåñü ðáãþíåé óå 0

ï

C Þ 32

ï

F êáé âñÜæåé óå 100

ï

C Þ 212

ï

F.

ÕðÜñ÷åé èåñìïêñáóßá ðïõ íá åêöñÜæå�áé êáé ó�éò äýï êëßìáêåò ìå �ïí ßäéï áñéèìü;

¢

óêçóç 6.3.29 Óå ìéá äåîáìåíÞ õðÜñ÷ïõí 600 lt âåíæßíçò. ¸íá âõ�éïöüñï, ðïõ ðåñéÝ÷åé

2000 lt, âåíæßíçò áñ÷ßæåé íá ãåìßæåé �ç äåîáìåíÞ. Áí ç ðáñï÷Þ �ïõ âõ�éïöüñïõ åßíáé 100 lt

�ï ëåð�ü êáé ç äåîáìåíÞ ÷ùñÜåé üëç �ç âåíæßíç �ïõ âõ�éïöüñïõ :

i) Íá âñåß�å �éò óõíáñ�Þóåéò ðïõ åêöñÜæïõí, óõíáñ�Þóåé �ïõ ÷ñüíïõ t, �çí ðïóü�ç�á

�çò âåíæßíçò :

á) ó�ï âõ�éïöüñï êáé

â) ó�ç äåîáìåíÞ.

ii) Íá ðáñáó�Þóå�å ãñáöéêÜ �éò ðáñáðÜíù óõíáñ�Þóåéò êáé íá âñåß�å �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ

êá�Ü �çí ïðïßá �ï âõ�éïöüñï êáé ç äåîáìåíÞ Ý÷ïõí �çí ßäéá ðïóü�ç�á âåíæßíçò.

¢

óêçóç 6.3.30 Ó�ï äéðëáíü ó÷Þìá �ï óçìåßï Ì äéáãñÜöåé

�ï åõèýãñáììï �ìÞìá ÁÂ áðü �ï Á ðñïò �ï Â. Óõìâïëßæïõ-

ìå ìå x �ï ìÞêïò �çò äéáäñïìÞò ÁÌ �ïõ óçìåßïõ Ì êáé ìå f(x)

�ï åìâáäüí �ïõ �ñéãþíïõ Ì�Ä. Íá âñåß�å �ï ðåäßï ïñéóìïý

êáé �ïí �ýðï �çò óõíÜñ�çóçò Å = f(x) êáé ó�ç óõíÝ÷åéá íá

�çí ðáñáó�Þóå�å ãñáöéêÜ.

¢

óêçóç 6.3.31 Äýï êåñéÜ K

1

êáé K

2

, ýøïõò 20 m �ï êá-

èÝíá, Üñ÷éóáí íá êáßãïí�áé �çí ßäéá ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ êáé �ï

ðñþ�ï êåñß êÜçêå óå 3 þñåò åíþ �ï äåý�åñï êÜçêå óå 4

þñåò. Ôá ýøç �ùí êåñéþí K

1

êáé K

2

, óõíáñ�Þóåé �ïõ ÷ñüíïõ

t, êá�Ü �ï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá ðïõ êáèÝíá áðü áõ�Ü êáéãü�áí,

ðáñéó�Üíïí�áé ìå �á åõèýãñáììá �ìÞìá�á K

1

êáé K

2

, �ïõ

äéðëáíïý ó÷Þìá�ïò.

i) Íá âñåß�å �éò óõíáñ�Þóåéò h = h

1

(t) êáé h = h

2

(t) ðïõ

åêöñÜæïõí, óõíáñ�Þóåé �ïõ ÷ñüíïõ t, �á ýøç �ùí êåñé-

þí K

1

êáé K

2

áí�éó�ïß÷ùò.

ii) Íá âñåß�å ðü�å �ï êåñß K

2

åß÷å äéðëÜóéï ýøïò áðü �ï

êåñß K

1

.

iii) Íá ëýóå�å �ï ßäéï ðñüâëçìá êáé ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç

ðïõ �ï áñ÷éêü ýøïò �ùí êåñéþí Þ�áí ßóï ìå õ.
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6.4 Êá�áêüñõöç-Ïñéæüí�éá Ìå�á�üðéóç Êáìðýëçò

�ïëëÝò öïñÝò ü�áí Ý÷ïõìå êá�áóêåõÜóåé �çí ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç ìéáò óõíÜñ�çóçò (ìéáò

êáìðýëçò åí ãÝíåé) ó�ï êáñ�åóéáíü åðßðåäï, èÝëïõìå (åê �ùí áíáãêþí êÜðïéïõ ðñï-

âëÞìá�ïò) íá ìå�á�ïðßóïõìå �çí êáìðýëç ëßãï áñéó�åñÜ ... Þ ëßãï äåîéÜ Þ ëßãï ðÜíù

... Þ êÜ�ù. Ìå Üëëá ëüãéá, æç�ïýìå íá âñïýìå �ïí �ýðï �çò óõíÜñ�çóçò ãéá áõ�Þ �ç

ìå�á�ïðéóìÝíç êáìðýëç.

Ç áðÜí�çóç ó�ï ðáñáðÜíù åñþ�çìá åßíáé ëßãï ðïëý ðñïöáíÞò. Áíáëõ�éêü�åñá, áí

f(x) åßíáé ìéá óõíÜñ�çóç ìå ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç C

f

êáé ñ > 0 �ü�å éó÷ýïõí �á áêüëïõèá :

• Ç óõíÜñ�çóç

f(x) + ñ

ìå�á�ïðßæåé �çí êáìðýëç C

f

ñ ìïíÜäåò êÜèå�á ðÜíù.

• Ç óõíÜñ�çóç

f(x)− ñ

ìå�á�ïðßæåé �çí êáìðýëç C

f

ñ ìïíÜäåò êÜèå�á êÜ�ù.

• Ç óõíÜñ�çóç

f(x + ñ)

ìå�á�ïðßæåé �çí êáìðýëç C

f

ñ ìïíÜäåò ïñéæüí�éá áñéó�åñÜ.

• Ç óõíÜñ�çóç

f(x− ñ)

ìå�á�ïðßæåé �çí êáìðýëç C

f

ñ ìïíÜäåò ïñéæüí�éá äåîéÜ.

Ìå�á�üðéóç óõíÜñ�çóçò áñéó�åñÜ ö(x + ).

�áñá�çñÞóåéò - Ó÷üëéá

1. Ç óõíÜñ�çóç

f(x− ñ) + ê üðïõ ñ� ê > 0

ìå�á�ïðßæåé �çí êáìðýëç C

f(x)

ñ ìïíÜäåò ïñéæüí�éá äåîéÜ êáé ê ìïíÜäåò êÜèå�á ðÜíù.
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2. Ôï ðñüâëçìá ðïõ �Ýèçêå óå áõ�Þ �çí ðáñÜãñáöï ðåñß ìå�á�üðéóçò ìéáò ãñáöéêÞò

ðáñÜó�áóçò äéá�õðþíå�áé áëëéþò êáé ùò ðñüâëçìá áëëáãÞò �ïõ óõó�Þìá�ïò óõí-

�å�áãìÝíùí.

6.4 Êá�áêüñõöç-Ïñéæüí�éá Ìå�á�üðéóç Êáìðýëçò

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 H óõíÜñ�çóç f(x) = (x + 3)

2

êåß�å�áé äåîéü�åñá �çò óõíÜñ�çóçò ö(x) = x

2

. . . Ó Ë

2 H óõíÜñ�çóç f(x) = (x− 3)2 + 5 Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêÝò. . . . . . . . . . . . Ó Ë

3 H óõíÜñ�çóç f(x) = 8 · 2x êåß�å�áé �ñåéò ìïíÜäåò áñéó�åñü�åñá ö(x) = 2

x

. . . . Ó Ë

4 Áí f(x) = ö(x + ) �ü�å ïé f(x) êáé ö(x) äåí �Ýìíïí�áé. . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

5 Ìßá ïñéæüí�éá ìå�á�üðéóç åõèåßáò áëëÜæåé �ïí óõí�åëåó�Þ äéåýèõíóÞò �çò. . Ó Ë

6 Ìßá êá�áêüñõöç ìå�á�üðéóç åõèåßáò áëëÜæåé �ïí óõí�åëåó�Þ äéåýèõíóÞò �çò. Ó Ë
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6.4 Êá�áêüñõöç-Ïñéæüí�éá Ìå�á�üðéóç Êáìðýëçò

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 6.4.1 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = (x− 1)2 − 2

3

x + 1

Íá âñåß�å �ïí �ýðï �çò óõíÜñ�çóçò g, �çò ïðïßáò ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç ðñïêýð�åé áðü

ìå�á�ïðßóåéò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò �çò f :

i) äéáäï÷éêÜ êá�Ü 3 ìïíÜäá ðñïò �á äåîéÜ êáé 2 ìïíÜäåò ðñïò �á ðÜíù.

ii) äéáäï÷éêÜ êá�Ü 1 ìïíÜäåò ðñïò �á áñéó�åñÜ êáé 4 ìïíÜäåò ðñïò �á êÜ�ù.

i) x

2 − 25

3

x + 19 êáé ii) x

2 − 2

3

x− 11

3

Ë

ý

óç 6.4.1

i) Ç æç�ïõìÝíç ìå�á�üðéóç ðñïêýð�åé áðü �éò áêüëïõèåò áí�éêá�áó�Üóåéò :

x← x− 3
y← y− 2
èá åßíáé �ü�å

y− 2 = ((x− 3)− 1)2 − 2

3

(x− 3) + 1

⇔ y = (x− 4)2 − 2

3

x +

2

3

3 + 1

⇔ y = x

2 − 8x + 16− 2

3

x + 3

⇔ y = x

2 − 25

3

x + 19
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ii) Ç æç�ïõìÝíç ìå�á�üðéóç ðñïêýð�åé áðü �éò áêüëïõèåò áí�éêá�áó�Üóåéò :

x← x + 1

y← y + 4

èá åßíáé �ü�å

y + 4 = ((x + 1)− 1)2 − 2

3

(x + 1) + 1

⇔ y = x

2 − 2

3

x− 2

3

− 3

⇔ y = x

2 − 2

3

x− 11

3

¢

óêçóç 6.4.2 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç ìå �ýðï

f(x) = x

3 − 2x2 + 3

i) Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï óçìåßï Ì(1� 2) åßíáé óçìåßï �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò C

f

�çò f.

ii) Íá âñåß�å �ïí �ýðï �çò óõíÜñ�çóçò ï ïðïßïò ìå�á�ïðßæåé �çí C

f

êá�Ü �Ý�ïéï �ñüðï

þó�å �ï óçìåßï Ì íá óõìðÝóåé ìå �çí áñ÷Þ �ùí áîüíùí.

f(x) = x

3 − 2x2 + 3 êáé g(x) = x

3

+ x

2 − x.

Ë

ý

óç 6.4.2

i) �ñáãìá�éêÜ éó÷ýåé

f(1) = 1

3 − 2 · 12

+ 3 = 2
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ii) Ç C

f

èá ðñÝðåé íá ìå�á�ïðéó�åß Ý�óé þó�å �ï Ì(1� 2) íá óõìðÝóåé ìå �ï Ï(0� 0), äçëáäÞ

ìßá ìïíÜäá áñéó�åñÜ êáé äýï ìïíÜäåò êÜ�ù. Ïðü�å ïé æç�ïýìåíåò áí�éêá�áó�Üóåéò

èá åßíáé :

x← x + 1

y← y + 2

èá åßíáé �ü�å

y + 2 = (x + 1)

3 − 2(x + 1)2 + 3
⇔ y = x

3

+ 3x

2

+ 3x + 1− 2(x2 + 2x + 1) + 1
⇔ y = x

3

+ x

2 − x
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6.4 Êá�áêüñõöç-Ïñéæüí�éá Ìå�á�üðéóç Êáìðýëçò

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 6.4.3 Ó�ï ßäéï óýó�çìá áîüíùí íá ó÷åäéÜóå�å �éò ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí

óõíáñ�Þóåùí:

i) f(x) = x

3

êáé g(x) = (x + 1)

3

ii) f(x) = −x3 êáé g(x) = −x3 + 2
iii) f(x) = x

3

êáé g(x) = (x− 3)3 + 2

¢

óêçóç 6.4.4 Ó�ï ßäéï óýó�çìá áîüíùí íá ó÷åäéÜóå�å �éò ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí

óõíáñ�Þóåùí:

i) f(x) =

√
x êáé g(x) =

√

x− 2
ii) f(x) = −

√
x êáé g(x) = −

√

x + 1

iii) f(x) =

√
x êáé g(x) =

√

x + 2− 1

¢

óêçóç 6.4.5 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

ö(x) = 3x

2 − 4x + 5

Íá âñåß�å �ïí �ýðï �çò óõíÜñ�çóçò f,�çò ïðïßáò ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç ðñïêýð�åé áðü

ìå�á�ïðßóåéò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò �çò ö :

i) êá�Ü 2 ìïíÜäåò ðñïò �á áñéó�åñÜ.

ii) êá�Ü 3 ìïíÜäåò ðñïò �á êÜ�ù.

iii) äéáäï÷éêÜ êá�Ü 1 ìïíÜäá ðñïò �á äåîéÜ êáé 3 ìïíÜäåò ðñïò �á êÜ�ù.

iv) äéáäï÷éêÜ êá�Ü 3 ìïíÜäåò ðñïò �á áñéó�åñÜ êáé 7 ìïíÜäåò ðñïò �á êÜ�ù.

¢

óêçóç 6.4.6 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

ö(x) = x

2

+ 11x + 13

êáé Ýó�ù f ç óõíÜñ�çóç �çò ïðïßáò ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç ðñïêýð�åé áðü äýï äéáäï÷éêÝò

ìå�á�ïðßóåéò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò �çò ö êá�Ü 4 ìïíÜäåò ðñïò �á äåîéÜ êáé êá�Ü 5

ìïíÜäåò ðñïò �á ðÜíù. Íá âñåß�å :

i) �ïí �ýðï �çò óõíÜñ�çóçò f.
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ii) �á óçìåßá �ïìÞò �çò C

f

ìå �ïõò Üîïíåò.

iii) �á äéáó�Þìá�á ó�á ïðïßá ç C

f

åßíáé ðÜíù áðü �ïí Üîïíá x

′
x.

¢

óêçóç 6.4.7 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

ö(x) = |2x− 7| + 4

êáé Ýó�ù f ç óõíÜñ�çóç �çò ïðïßáò ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç ðñïêýð�åé áðü äýï äéáäï÷éêÝò

ìå�á�ïðßóåéò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò �çò ö êá�Ü 3 ìïíÜäåò ðñïò �á áñéó�åñÜ êáé êá�Ü

9 ìïíÜäåò ðñïò �á êÜ�ù. Íá âñåß�å :

i) �ïí �ýðï �çò óõíÜñ�çóçò f(x).

ii) íá ëýóå�å �çí åîßóùóç f(x) = 2.

iii) �á äéáó�Þìá�á ó�á ïðïßá ç C

f

åßíáé êÜ�ù áðü �ïí Üîïíá x

′
x.

¢

óêçóç 6.4.8 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç ìå �ýðï

f(x) =

x

2

2

− 3x + 1

2

i) Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï óçìåßï Ì(3� − 4) åßíáé óçìåßï �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò C

f

�çò

f.

ii) Íá âñåß�å �ïí �ýðï �çò óõíÜñ�çóçò ï ïðïßïò ìå�á�ïðßæåé �çí C

f

êá�Ü �Ý�ïéï �ñüðï

þó�å �ï óçìåßï Ì íá óõìðÝóåé ìå �çí áñ÷Þ �ùí áîüíùí.
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6.5 Ìïíï�ïíßá-Áêñü�á�á-Óõììå�ñßåò ÓõíÜñ�çóçò

Ìïíï�ïíßá

Óõíáñ�Þóåéò áýîïõóá, öèßíïõóá.

Ïñéóìüò Ìéá óõíÜñ�çóç ëÝãå�áé ãíçóßùò áýîïõóá óå Ýíá äéÜó�çìá Ä �ïõ ðåäßïõ

ïñéóìïý �çò, ü�áí ãéá ïðïéáäÞðï�å x

1

� x

2

∈ Ä ìå x

1

< x

2

éó÷ýåé :

f(x

1

) < f(x

2

)

Ïñéóìüò Ìéá óõíÜñ�çóç ëÝãå�áé ãíçóßùò öèßíïõóá óå Ýíá äéÜó�çìá Ä �ïõ ðåäßïõ

ïñéóìïý �çò, ü�áí ãéá ïðïéáäÞðï�å x

1

� x

2

∈ Ä ìå x

1

< x

2

éó÷ýåé :

f(x

1

) > f(x

2

)

Áêñü�á�á, åëÜ÷éó�ï - ìÝãéó�ï

ÌÝãéó�ï, åëÜ÷éó�ï óõíÜñ�çóçò.
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Ïñéóìüò Ìéá óõíáñ�çóç f, ìå ðåäßï ïñéóìïý Ýíá óýíïëï A, ëÝìå ü�é ðáñïõóéÜæåé ó�ï

x

0

∈ A (ïëéêü) åëÜ÷éó�ï ü�áí :

f(x) ≥ f(x

0

)� ãéá êÜèå x ∈ A

Ïñéóìüò Ìéá óõíáñ�çóç f, ìå ðåäßï ïñéóìïý Ýíá óýíïëï A, ëÝìå ü�é ðáñïõóéÜæåé ó�ï

x

0

∈ A (ïëéêü) ìÝãéó�ï ü�áí :

f(x) ≤ f(x

0

)� ãéá êÜèå x ∈ A

Óõììå�ñßåò, Üñ�éá - ðåñé��Þ

Ïñéóìüò Ìéá óõíáñ�çóç f, ìå ðåäßï ïñéóìïý Ýíá óýíïëï A, èá ëÝãå�áé Üñ�éá, ü�áí ãéá

êÜèå x ∈ A éó÷ýåé :

−x ∈ A êáé f(−x) = f(x)

Ïñéóìüò Ìéá óõíáñ�çóç f, ìå ðåäßï ïñéóìïý Ýíá óýíïëï A, èá ëÝãå�áé ðåñé��Þ, ü�áí

ãéá êÜèå x ∈ A éó÷ýåé :

−x ∈ A êáé f(−x) = −f(x)

�áñá�çñÞóåéò - Ó÷üëéá

1. Ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç ìéáò Üñ�éáò óõíÜñ�çóçò Ý÷åé Üîïíá óõììå�ñßáò �ïí Üîïíá y

′
y.

2. Ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç ìéáò ðåñé��Þò óõíÜñ�çóçò Ý÷åé êÝí�ñï óõììå�ñßáò �çí áñ÷Þ

�ùí áîüíùí.

6.5 Ìïíï�ïíßá-Áêñü�á�á-Óõììå�ñßåò ÓõíÜñ�çóçò

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Ç óõíÜñ�çóç f(x) = |x| åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá. . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 Áí f(x) ≤ g(x) ãéá êÜèå x, �ü�å ç f(x)− g(x) åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá. . . . . . Ó Ë

3 Ôï ïëéêü ìÝãéó�ï ìéáò óõíÜñ�çóçò åßíáé ìïíáäéêü. . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

4 Áí ìéá óõíÜñ�çóç åßíáé f ðåñé��Þ êáé �ï 0 áíÞêåé ó�ï ðåäßï ïñéóìïý �çò �ü�å éó÷ýåé

ü�é : f(0) = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

5 Ç óõíÜñ�çóç f(x) = (x + 2)

2

åßíáé Üñ�éá. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

6 Ìßá ðåñé��Þ óõíÜñ�çóç Ý÷åé êÝí�ñï óõììå�ñßáò �çí äé÷ï�üìï �çò ðñþ�çò ãùíßáò �ùí

áîüíùí. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

7 Áí f(x),g(x) åßíáé Üñ�éåò óõíáñ�Þóåéò, �ü�å êáé ç f(x) + g(x) åßíáé Üñ�éá. . . . . Ó Ë

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò



"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ" 225

6.5 Ìïíï�ïíßá-Áêñü�á�á-Óõììå�ñßåò ÓõíÜñ�çóçò

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 6.5.1 Íá áðïäåßîå�å ìå âÜóç �ïí ïñéóìü, ü�é ç óõíÜñ�çóç

f(x) = 2x

2

åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï äéÜó�çìá [0� +∞).

Ë

ý

óç 6.5.1 Èåùñþ x

1

� x

2

≥ 0. Èá åßíáé �ü�å :

f(x

1

) < f(x

2

)

⇔ 2x

2

1

< 2x

2

2

⇔ x

2

1

< x

2

2

⇔ x

2

1

− x

2

2

< 0

⇔ (x

1

− x

2

)(x

1

+ x

2

) < 0

⇔ x

1

− x

2

< 0

⇔ x

1

< x

2

¢

óêçóç 6.5.2 Íá áðïäåßîå�å ìå âÜóç �ïí ïñéóìü, ü�é ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

√

x− 1

åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï äéÜó�çìá [1� +∞).

Ë

ý

óç 6.5.2 Èåùñþ x

1

� x

2

≥ 1. Èá åßíáé �ü�å :

f(x

1

) < f(x

2

)

⇔
√

x

1

− 1 <

√

x

2

− 1

⇔
√

x

1

− 1−
√

x

2

− 1 < 0

⇔
(√

x

1

− 1−
√

x

2

− 1

)(√

x

1

− 1 +

√

x

2

− 1

)

< 0

⇔
(√

x

1

− 1

)
2

−
(√

x

2

− 1

)
2

< 0

⇔ (x

1

− 1)− (x

2

− 1) < 0

⇔ x

1

− 1− x

2

+ 1 < 0

⇔ x

1

< x

2
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¢

óêçóç 6.5.3 Íá áðïäåßîå�å ìå âÜóç �ïí ïñéóìü, ü�é ç óõíÜñ�çóç

f(x) = −3
x

åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï äéÜó�çìá (−∞� 0).
Ë

ý

óç 6.5.3 Èåùñþ x

1

� x

2

< 0. Èá åßíáé �ü�å :

f(x

1

) < f(x

2

)

⇔ − 3

x

1

< − 3

x

2

⇔ 1

x

1

>

1

x

2

⇔ x

1

< x

2

¢

óêçóç 6.5.4 Íá áðïäåßîå�å ü�é ç óõíÜñ�çóç

f(x) = 2x

5 − 4x3

åßíáé ðåñé��Þ.

Ë

ý

óç 6.5.4 Èá ðñÝðåé íá äåßîù ü�é f(−x) = −f(x). �ñáãìá�éêÜ :

f(−x) =
= 2(−x)5 − 4(−x)3

= −2x5 + 4x3

= −(2x5 − 4x3)
= −f(x)

¢

óêçóç 6.5.5 Íá áðïäåßîå�å ü�é ç óõíÜñ�çóç

f(x) = x

4

+ 5x

2

åßíáé Üñ�éá.

Ë

ý

óç 6.5.5 Èá ðñÝðåé íá äåßîù ü�é f(−x) = f(x). �ñáãìá�éêÜ :

f(−x) =
= (−x)4 + 5(−x)2

= x

4

+ 5x

2

= f(x)
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¢

óêçóç 6.5.6 Íá áðïäåßîå�å ü�é ç åëÜ÷éó�ç �éìÞ �çò óõíÜñ�çóçò

f(x) = x

2 − 7x + 10

åßíáé �ï −9
4

.

Ë

ý

óç 6.5.6 Èá ðñÝðåé íá äåßîù ü�é f(x) ≥ −9
4

. Åßíáé :

f(x) ≥ −9
4

⇔ x

2 − 7x + 10 ≥ −9
4

⇔ x

2 − 7x + 10 +

9

4

≥ 0

⇔ x

2 − 7x +

49

4

≥ 0

⇔ x

2 − 2 ·
(
7

2

)

x +

(
7

2

)
2

≥ 0

⇔
(

x− 7

2

)
2

≥ 0 áëçèÞò

¢

óêçóç 6.5.7 Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ìÝãéó�ç �éìÞ �çò óõíÜñ�çóçò

f(x) = −x2 + 5x− 6

åßíáé �ï

1

4

.

Ë

ý

óç 6.5.7 Èá ðñÝðåé íá äåßîù ü�é f(x) ≤ 1

4

. Åßíáé :

f(x) ≤ 1

4

⇔ − x

2

+ 5x− 6 ≤ 1

4

⇔ − x

2

+ 5x− 6− 1

4

≤ 0

⇔ − x

2

+ 5x− 25

4

≤ 0

⇔ x

2 − 5x +

25

4

≥ 0

⇔ x

2 − 2 ·
(
5

2

)

x +

(
5

2

)
2

≥ 0

⇔
(

x− 5

2

)
2

≥ 0 áëçèÞò
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6.5 Ìïíï�ïíßá-Áêñü�á�á-Óõììå�ñßåò ÓõíÜñ�çóçò

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 6.5.8 Íá ìåëå�Þóå�å ùò ðñïò �ç ìïíï�ïíßá �éò óõíáñ�Þóåéò

1) 2x

3

+ 1 2) − 5x3 − 3x

¢

óêçóç 6.5.9 Íá ìåëå�Þóå�å ùò ðñïò �ç ìïíï�ïíßá �éò óõíáñ�Þóåéò

1)

1

(x− 1)2 2) x− 1− 1

x− 1

3) x +

1

x

2

4)

x

3

+ 1

x

¢

óêçóç 6.5.10 Íá ìåëå�Þóå�å ùò ðñïò �ç ìïíï�ïíßá �éò óõíáñ�Þóåéò

1)

√
x

2) 2 +

√

5− x

3)

1

x

−
√
x

4)

1

x + 1

−
√

x + 1

¢

óêçóç 6.5.11 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = (2|á| − 1)x− 3

Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ á þó�å ç f íá åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá.

¢

óêçóç 6.5.12 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = (ë

2 − 1)x + 5

Íá âñåß�å �ï ë þó�å ç f íá åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá.

¢

óêçóç 6.5.13 Íá ìåëå�Þóå�å ùò ðñïò �ç ìïíï�ïíßá �ç óõíÜñ�çóç

f(x) = (|á| − 1)x + á
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ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ á.

¢

óêçóç 6.5.14 Áí ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò

f(x) = (á

2 − 4)x2 + (á− 2)x + 3

ðáñéó�Üíåé åõèåßá êáé ç f åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá íá âñåß�å �ï á.

¢

óêçóç 6.5.15 Áí ç óõíÜñ�çóç f åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï Á íá äåßîå�å ü�é ç g(x) =

−f(x) åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï Á.

¢

óêçóç 6.5.16 Áí ç óõíÜñ�çóç f åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï Á êáé ç g ãíçóßùò öèßíïõóá

ó�ï Á íá äåßîå�å ü�é ç h(x) = f(x)− g(x) åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï Á.

¢

óêçóç 6.5.17 ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f ìå f(x) > 0, ãéá êÜèå x ∈ Á. Áí ç f åßíáé ãíçóßùò

áýîïõóá ó�ï Á, íá äåßîå�å ü�é ç óõíÜñ�çóç g(x) =

1

f(x)

åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï Á.

¢

óêçóç 6.5.18 Íá âñåß�å �á áêñü�á�á �ùí óõíáñ�Þóåùí :

1) 3x

4 − 2 2) 2(x− 3)2 − 5

3) − 2x6 + 3 4) 3− 5(x− 1)2

5) 2|x| − 1
6)

√
x + 3

¢

óêçóç 6.5.19 Íá âñåß�å �á áêñü�á�á �ùí óõíáñ�Þóåùí :

1) x

4 − 2x2 + 1 2) x

2 − 4x + 4

¢

óêçóç 6.5.20 Íá âñåß�å �á áêñü�á�á �ùí óõíáñ�Þóåùí :

1)

2

x

2

+ 5

2)

3

|x| + 2
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¢

óêçóç 6.5.21 Íá åîå�Üóå�å ùò ðñïò �ç ìïíï�ïíßá �ç óõíÜñ�çóç:

f(x) = 2x

2 − 5x + 2

êáé íá âñåß�å �çí åëÜ÷éó�ç �éìÞ �çò.

¢

óêçóç 6.5.22 Íá åîå�Üóå�å áí ïé ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåéò åßíáé Üñ�éåò Þ ðåñé��Ýò.

1) 5x

6 − 2x2 + 3 2) 2x

5 − 3x3 + x

3) x

3 − 3x|x| + 2x 4) |3x− 2| + |3x + 2|

¢

óêçóç 6.5.23 Íá åîå�Üóå�å áí ïé ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåéò åßíáé Üñ�éåò Þ ðåñé��Ýò.

1)

x

2

+ |x|
x

2)

x

3

|x| − 1

3)

3|x| + 2
x

3 − x 4)

x

3 − x|x|
x

2

+ 1

¢

óêçóç 6.5.24 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

3|x| − 2
x

−1 − x

i. Íá âñåß�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f.

ii. Íá äåßîå�å ü�é ç f åßíáé ðåñé��Þ.

¢

óêçóç 6.5.25 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

√

x

2 − 4 + 1
|x| − 3

i. Íá âñåß�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f.

ii. Íá äåßîå�å ü�é ç f åßíáé Üñ�éá.

¢

óêçóç 6.5.26 Áí ç óõíÜñ�çóç f åßíáé ðåñé��Þ êáé �á óçìåßá Á(3� −2), Â(−3� ë) áíÞêïõí
ó�ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f íá âñåß�å �ï ë.

¢

óêçóç 6.5.27 Áí ç óõíÜñ�çóç f(x) = x

2 − (á− 1)x + 5 åßíáé Üñ�éá íá âñåß�å �ï á.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 7

ÌåëÝ�ç Âáóéêþí Óõíáñ�Þóåùí

ÓõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéïýìå �çí Ýêöñáóç ìåëÝ�ç óõíáñ�çóçò ãéá íá åííïÞóïõìå ü�é èá

ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå �á áêüëïõèá :

1. Íá âñïýìå �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò.

2. Íá ðñïóäéïñßóïõìå �á äéáó�Þìá�á ìïíï�ïíßáò êáé �á ïëéêÜ áêñü�á�á �çò óõíÜñ�çóçò.

3. Íá ìåëå�Þóïõìå �ç �óõìðåñéöïñÜ� �çò óõíÜñ�çóçò ó�á Üêñá �ùí äéáó�çìÜ�ùí �ïõ

ðåäßïõ ïñéóìïý �çò (�ïñéáêÝò �éìÝò� ê�ë.).

4. Íá óõí�Üîïõìå Ýíáí ðßíáêá �éìþí �çò óõíÜñ�çóçò êáé, ìå �ç âïÞèåéá áõ�ïý êáé �ùí

ðñïçãïýìåíùí óõìðåñáóìÜ�ùí, íá ÷áñÜîïõìå �ç ãñáöéêÞ �çò ðáñÜó�áóç.

7.1 ÌåëÝ�ç �çò ÓõíÜñ�çóçò: f(x) = áx

2

1. �åäßï ïñéóìïý Ôï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï R.

2. Ìïíï�ïíßá ¸ó�ù x

1

,x

2

∈ R ìå x

1

< x

2

èåùñïýìå �ç äéáöïñÜ Ä = f(x

2

) − f(x

1

), ãéá

�çí ïðïßá Ý÷ïõìå

Ä = f(x

2

)− f(x

1

) = áx

2

2

− áx

2

1

= á(x

2

− x

1

)(x

2

+ x

1

)

¸ó�ù á > 0 äéáêñßíïõìå �þñá ðåñéð�þóåéò

i. 0 ≤ x

1

< x

2

Ôü�å (x

2

−x
1

) > 0,(x

2

+x

1

) > 0 êáé á > 0, Üñá Ä > 0. ÅðïìÝíùò f(x

1

) < f(x

2

)

êáé óõìðåñáßíïõìå ü�é ç áx

2

åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï [0�∞).

ii. x

1

< x

2

≤ 0 Ôü�å (x

2

−x
1

) > 0,(x

2

+x

1

) < 0 êáé á > 0, Üñá Ä < 0. ÅðïìÝíùò f(x

1

) > f(x

2

)

êáé óõìðåñáßíïõìå ü�é ç áx

2

åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï (−∞�0℄.

ÅðåéäÞ ç óõíÜñ�çóç åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï (−∞�0℄ êáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï

[0�∞), óõìðåñáßíïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóç Ý÷åé ïëéêü åëÜ÷éó�ï �ï 0. �ñáãìá�éêÜ

f(x) = áx

2 ≥ 0 = f(0)

¸ó�ù á < 0 èá åßíáé �ü�å

i. 0 ≤ x

1

< x

2

Ôü�å (x

2

−x
1

) > 0,(x

2

+x

1

) > 0 êáé á < 0, Üñá Ä < 0. ÅðïìÝíùò f(x

1

) > f(x

2

)

êáé óõìðåñáßíïõìå ü�é ç áx

2

åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï [0�∞).

ii. x

1

< x

2

≤ 0 Ôü�å (x

2

−x
1

) > 0,(x

2

+x

1

) < 0 êáé á < 0, Üñá Ä > 0. ÅðïìÝíùò f(x

1

) < f(x

2

)

êáé óõìðåñáßíïõìå ü�é ç áx

2

åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï (−∞�0℄.
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ÅðåéäÞ ç óõíÜñ�çóç åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï (−∞�0℄ êáé ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï

[0�∞), óõìðåñáßíïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóç Ý÷åé ïëéêü ìÝãéó�ï �ï 0. �ñáãìá�éêÜ

f(x) = áx

2 ≤ 0 = f(0)

3. Óõììå�ñßåò ÅðåéäÞ ãéá êÜèå x ∈ R éó÷ýåé

f(−x) = á(−x)2 = áx

2

= f(x)

óõìðåñáßíïõìå ü�é ç áx

2

åßíáé Üñ�éá, äçëáäÞ óõììå�ñéêÞ ùò ðñïò �ïí y

′
y.

4. �ñáöéêÞ ðáñÜó�áóç Áò èåùñÞóïõìå ü�é á = 2. Êá�áóêåõÜæïõìå ðñþ�á Ýíá

ðßíáêá �éìþí êáé ìå �ç âïÞèåéá áõ�ïý ðñï÷ùñïýìå êá�üðéí ó�ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç

�çò óõíÜñ�çóçò 2x

2

.

x

-3 -2 -1 0 1 2 3

f(x)

18 8 2 0 2 8 18

Ôï ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá åðéäåéêíýåé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �çò áx

2

ãéá ìåñéêÝò èå�éêÝò

�éìÝò �ïõ á. �éá á < 0 ïé áí�ßó�ïé÷åò êáìðýëåò åßíáé ðñïò �á êÜ�ù.

�ñáöéêÞ ðáñÜó�áóç ãéá áx

2

Êáìðýëåò ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü óõíáñ�Þóåéò �çò ìïñöÞò y = áx

2

Þ áêüìá ãåíéêü�åñá

�çò ìïñöÞò y = áx

2

+ âx + ã åßíáé ðåñéóóü�åñï ãíùó�Ýò ìå �ü üíïìá ðáñáâïëÝò.
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7.1 ÌåëÝ�ç �çò ÓõíÜñ�çóçò: f(x) = áx

2

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Áí ç ðáñáâïëÞ y = áx

2

äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï A(−2� − 4) �ü�å åßíáé á < 0. . Ó Ë

2 Ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò y = 2x

2

âñßóêå�áé ó�ï 1

ï

êáé 2

ï

�å�áñ�çìüñéï. . . Ó Ë

3 Ç ðáñáâïëÞ y = (x + 5)

2 − 1 Ý÷åé åëÜ÷éó�ï �ï −1. . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

4 Ç ðáñáâïëÞ y = 3x

2

+ 1 åßíáé óõíÜñ�çóç Üñ�éá. . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

5 Ç éóü�ç�á y = (4− x)(4 + x) ðáñéó�Üíåé ðáñáâïëÞ ìå ìÝãéó�ç �éìÞ �ï 16. . . Ó Ë

6 Áðü �á óçìåßá Á(−5� 5) êáé Â(5� 5) ðåñíÜ ìßá êáé ìüíï ðáñáâïëÞ. . . . . . Ó Ë

7.1 ÌåëÝ�ç �çò ÓõíÜñ�çóçò: f(x) = áx

2

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 7.1.1 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò ðáñáâïëÞò �ïõ ó÷Þìá�ïò.

Ë

ý

óç 7.1.1 ÅðåéäÞ åßíáé ðáñáâïëÞ ìå åëÜ÷éó�ï f(0) = 0, èá Ý÷åé åîßóùóç �çò ìïñöÞò

f(x) = áx

2

,á > 0. ÅðåéäÞ äå, äéÝñ÷å�áé áðü �ï Ì(1� 2) èá åðáëçèåýå�áé áðü áõ�ü, äçëáäÞ

2 = á · 12 ⇔ á = 2

¢ñá f(x) = 2x

2

.
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¢

óêçóç 7.1.2 Ó�ï ßäéï óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí íá ðáñáó�Þóå�å ãñáöéêÜ �éò êÜ�ùèé

óõíáñ�Þóåéò

i) ö(x) = 0�5x

2

f(x) = 0�5x

2

+ 2 g(x) = 0�5x

2 − 3

ii) ö(x) = −0�5x2 f(x) = −0�5x2 − 2 g(x) = −0�5x2 + 3

Ë

ý

óç 7.1.2

i) ¸÷ïõìå

• Ç C

ö

åßíáé ãíùó�Þ áðü �ç èåùñßá.

• Ç C

f

ðñïêýð�åé áðü �ç ìå�á�üðéóç �çò C

ö

2 ìïíÜäåò ðñïò �á ðÜíù.

• Ç C

g

ðñïêýð�åé áðü �ç ìå�á�üðéóç �çò C

ö

3 ìïíÜäåò ðñïò �á êÜ�ù.

ii) ¸÷ïõìå

• Ç C

ö

åßíáé ãíùó�Þ áðü �ç èåùñßá.

• Ç C

f

ðñïêýð�åé áðü �ç ìå�á�üðéóç �çò C

ö

2 ìïíÜäåò ðñïò �á êÜ�ù.

• Ç C

g

ðñïêýð�åé áðü �ç ìå�á�üðéóç �çò C

ö

3 ìïíÜäåò ðñïò �á ðÜíù.
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¢

óêçóç 7.1.3 Ó�ï ßäéï óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí íá ÷áñÜîå�å �éò ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò

�ùí óõíáñ�Þóåùí

f(x) = x

2

êáé g(x) = 1

i) Må �ç âïÞèåéá áõ�þí íá ëýóå�å �éò áíéóþóåéò

x

2 ≤ 1 êáé x

2

> 1

ii) Íá åðéâåâáéþóå�å áëãåâñéêÜ �á ðñïçãïýìåíá óõìðåñÜóìá�á.

Ë

ý

óç 7.1.3

i) Ïé �å�ìçìÝíåò �ùí Á, Â åßíáé �1 êáé 1 áí�ßó�ïé÷á. Áðü �õ÷áßï óçìåßï Ì �ïõ Üîïíá x

′
x,

öÝñíïõìå êá�áêüñõöç åõèåßá, ðïõ �Ýìíåé �ç C

g

ó�ï Ê êáé �ç C

f

ó�ï Ë. Ôü�å åßíáé

g(x) = (ÌÊ) = 1 êáé f(x) = (ÌË)

Ç áíßóùóç �ü�å x

2 ≤ 1 ãñÜöå�áé éóïäýíáìá

x

2 ≤ 1

⇔ f(x) ≤ g(x)

⇔ (ÌË) ≤ (ÌÊ) (1)

Ïé �éìÝò �ïõ x ãéá �éò ïðïßåò éó÷ýåé ç (1) åßíáé �1 ≤ x ≤ 1. �áñüìïéá, âëÝðïõìå ü�é ãéá �éò

�éìÝò �ïõ x ãéá �éò ïðïßåò éó÷ýåé ç x

2

> 1, èá ðñÝðåé (ÌË) > (ÌÊ) äçëáäÞ x > 1 Þ x < −1.

ii) ÁëãåâñéêÞ åðéâåâáßùóç

x

2 ≤ 1⇔ |x| ≤ 1⇔ −1 ≤ x ≤ 1

x

2

> 1⇔ |x| >⇔ x < −1 Þ x > 1
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¢

óêçóç 7.1.4 Íá ÷áñÜîå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò

f(x) = x|x|

Ë

ý

óç 7.1.4

Ç óõíÜñ�çóç ãñÜöå�áé éóïäýíáìá

f(x) =

{

x(−x) = −x2 x < 0

x · x = x

2

x ≥ 0

¢

óêçóç 7.1.5 Íá ÷áñÜîå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò

f(x) =

{

−x x < 0

x

2

x ≥ 0

êáé ìå �ç âïÞèåéá áõ�Þò íá âãÜëå�å �á óõìðåñÜóìá�á �á ó÷å�éêÜ ìå �ç ìïíï�ïíßá êáé �á

áêñü�á�á �çò óõíÜñ�çóçò f.

Ë

ý

óç 7.1.5

Ç f åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï äéÜó�çìá (�∞� 0℄ êáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï äéÜó�çìá

[0� +∞). �áñïõóéÜæåé åëÜ÷éó�ï, �ï f(0) = 0.
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¢

óêçóç 7.1.6 Äßíïí�áé ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí óõíáñ�Þóåùí :

f(x) = x g(x) = x

2

h(x) = x

3

ö(x

=

√
x

ó�ï äéÜó�çìá [0� +∞).
i) Íá äéá�Üîå�å áðü �ç ìéêñü�åñç ó�ç ìåãáëý�åñç �éò �éìÝò x, x

2

, x

3

êáé

√
x �ùí óõíáñ-

�Þóåùí f,g,h êáé ö.

á) �éá 0 < x < 1

b) �éá x > 1

ii) Íá åðéâåâáéþóå�å áëãåâñéêÜ �á ðñïçãïýìåíá óõìðåñÜóìá�á.

Ë

ý

óç 7.1.6

i) Áðü �ï �õ÷áßï óçìåßï Ì �ïõ Üîïíá öáí�áæüìáó�å êá�áêüñõöç x

′
x åõèåßá å.

á) ¼�áí åßíáé 0 < x < 1, ç å äéáäï÷éêÜ èá �ìÞóåé �ç x

3

,x

2

,x,

√
x. ¢ñá èá åßíáé

x

3

< x

2

< x <

√
x

á) ¼�áí åßíáé x > 1, ç å äéáäï÷éêÜ èá �ìÞóåé �ç

√
x,x,x

2

,x

3

. ¢ñá èá åßíáé

√
x < x < x

2

< x

3

ii)

á) �éá 0 < x < 1

x

3

< x

2 ⇔ x < 1 áëçèÞò (äéáéñÝóáìå ìå x

2

)

x

2

< x⇔ x < 1 áëçèÞò (äéáéñÝóáìå ìå x)

x <

√
x⇔ x < 1 áëçèÞò (õøþóáìå ó�ï �å�ñÜãùíï)
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b) �éá x > 1

x

3

< x

2 ⇔ x < 1 áëçèÞò (äéáéñÝóáìå ìå x

2

)

√
x < x⇔ x < x

2 ⇔ áëçèÞò

x < x

2 ⇔ 1 < x áëçèÞò

x

2

< x

3 ⇔ 1 < x áëçèÞò

¢

óêçóç 7.1.7 Ó�ï êÜ�ùèé ó÷Þìá �ï �ñßãùíï ÏÁÂ åßíáé éóüðëåõñï. Íá âñåèåß ç �å�ìçìÝíç

�ïõ óçìåßïõ Á.

Ë

ý

óç 7.1.7 ¸ó�ù x > 0 ç �å�ìçìÝíç �ïõ Á. Ôï óçìåßï Á èá Ý÷åé �ü�å óõí�å�áãìÝíåò

(x� x

2

) åíþ �ï B èá Ý÷åé óõí�å�áãìÝíåò (−x� x2) êáé èá éó÷ýåé

(AB) = (AO)

⇔ 2x =

√

x

2

+ (x

2

)

2

⇔ 4x

2

= x

2

+ x

4

⇔ 3x

2

= x

4 ⇔ x

2

= 3⇔ x =

√

3
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7.1 ÌåëÝ�ç �çò ÓõíÜñ�çóçò: f(x) = áx

2

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 7.1.8 Íá ðñïóäéïñßóå�å �ï á þó�å ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò ðáñáâïëÞò ìå

åîßóùóç

f(x) = áx

2

íá äéÝñ÷å�áé áðü �ï (3� 4).

¢

óêçóç 7.1.9 Íá ðñïóäéïñßóå�å �ï á þó�å ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò ðáñáâïëÞò ìå

åîßóùóç

f(x) = áx

2

íá äéÝñ÷å�áé áðü �ï

(

−1� 3
2

)

.

¢

óêçóç 7.1.10 Íá ðñïóäéïñßóå�å �ï á þó�å ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò ðáñáâïëÞò ìå

åîßóùóç

f(x) = áx

2

íá äéÝñ÷å�áé áðü �ï

(

1�

3

á

)

.

¢

óêçóç 7.1.11 Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �ùí ãñáöéêþí ðáñáó�Üóåùí �ùí êÜ�ùèé óõ-

íáñ�Þóåùí

f(x) =

x

2

2

êáé g(x) =

x

2

+ 1

¢

óêçóç 7.1.12 Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �ùí ãñáöéêþí ðáñáó�Üóåùí �ùí êÜ�ùèé

óõíáñ�Þóåùí

f(x) =

x

2

5

êáé g(x) = −2x2 + 8
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7.2 ÌåëÝ�ç �çò ÓõíÜñ�çóçò: f(x) =

á

x

1. �åäßï ïñéóìïý Ôï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï R− {0}.
2. Ìïíï�ïíßá ¸ó�ù x

1

,x

2

∈ R ìå x

1

< x

2

èåùñïýìå �ç äéáöïñÜ Ä = f(x

2

) − f(x
1

), ãéá

�çí ïðïßá Ý÷ïõìå

Ä = f(x

2

)− f(x
1

) =

á

x

2

− á

x

1

= á

x

1

− x
2

x

1

x

2

¸ó�ù á > 0 äéáêñßíïõìå �þñá ðåñéð�þóåéò

i. 0 < x

1

< x

2

Ôü�å (x

1

− x
2

) < 0,(x

1

x

2

) > 0 êáé á > 0, Üñá Ä < 0. ÅðïìÝíùò f(x

1

) > f(x

2

)

êáé óõìðåñáßíïõìå ü�é ç

á

x

åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï [0�∞).
ii. x

1

< x

2

< 0 Ôü�å (x

1

− x
2

) < 0,(x

1

x

2

) > 0 êáé á > 0, Üñá Ä < 0. ÅðïìÝíùò f(x

1

) > f(x

2

)

êáé óõìðåñáßíïõìå ü�é ç

á

x

åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï (−∞�0℄.

¸ó�ù á < 0 èá åßíáé �ü�å

i. 0 < x

1

< x

2

Ôü�å (x

1

− x
2

) < 0,(x

1

x

2

) > 0 êáé á < 0, Üñá Ä > 0. ÅðïìÝíùò f(x

1

) < f(x

2

)

êáé óõìðåñáßíïõìå ü�é ç

á

x

åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï [0�∞).
ii. x

1

< x

2

< 0 Ôü�å (x

1

− x
2

) < 0,(x

1

x

2

) > 0 êáé á < 0, Üñá Ä > 0. ÅðïìÝíùò f(x

1

) < f(x

2

)

êáé óõìðåñáßíïõìå ü�é ç

á

x

åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï (−∞�0℄.
3. Óõììå�ñßåò ÅðåéäÞ ãéá êÜèå x ∈ R− {0} éó÷ýåé

f(−x) = á

−x = −á
x

= −f(x)

óõìðåñáßíïõìå ü�é ç

á

x

åßíáé ðåñé��Þ.

�ñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò

1

x

4. �ñáöéêÞ ðáñÜó�áóç Áò èåùñÞóïõìå ü�é á = 1.
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Êá�áóêåõÜæïõìå ðñþ�á Ýíá ðßíáêá �éìþí êáé ìå �ç âïÞèåéá áõ�ïý ðñï÷ùñïýìå

êá�üðéí ó�ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò

1

x

, üðùò öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá.

x

-2 -1

-1/2 1/2

1 2

f(x)

-1/2

-1 -2 2 1

1/2

Ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò f(x) =

á

x

ìå á 6= 0, ëÝãå�áé éóïóêåëÞò õðåñâïëÞ.

7.2 ÌåëÝ�ç �çò ÓõíÜñ�çóçò: f(x) =

á

x

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Ç åîßóùóç xy = 7 ðáñéó�Üíåé ìéá õðåñâïëÞ. . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 Ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò y = −2
x

âñßóêå�áé ó�ï 1

ï

êáé 3

ï

�å�áñ�çìüñéï. . . Ó Ë

3 Ç õðåñâïëÞ y =

4

x

åßíáé óõíÜñ�çóç ðåñé��Þ. . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

4 Ïé õðåñâïëÝò y =

1

x

êáé y =

3

x

�Ýìíïí�áé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë
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7.2 ÌåëÝ�ç �çò ÓõíÜñ�çóçò: f(x) =

á

x

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 7.2.1 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

á

x− 1

íá ðñïóäéïñßóå�å �ï á þó�å ç ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç C

f

íá äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï

Ì(4� 1).

Ë

ý

óç 7.2.1 Ôï óçìåßï Ì(4� 1) �çí åðáëçèåýåé Üñá

f(x) =

á

x− 1
⇔ 1 =

á

4− 1
⇔ 1 =

á

4− 1

⇔ á = 3 êáé f(x) =

3

x− 1

¢

óêçóç 7.2.2 Ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò f äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï Ê, üðïõ

f(x) =

á

2

+ 6

x

êáé K = (á� 5)
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i) Íá âñåß�å �ïí áñéèìü á.

ii) Íá ó÷åäéÜóå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f.

Ë

ý

óç 7.2.2 Åöüóïí ïé óõí�å�áãìÝíåò �ïõ óçìåßïõ Ê åðáëçèåýïõí �çí åîßóùóç, èá

éó÷ýåé

f(x) =

á

2

+ 6

x

⇔ 5 =

á

2

+ 6

á

⇔ 5á = á

2

+ 6

⇔ á

2 − 5á + 6 = 0

⇔ (á− 2)(á− 3) = 0⇔ á = 2 Þ á = 3

Üñá

f(x) =

2

2

+ 6

x

=

10

x

Þ f(x) =

3

2

+ 6

x

=

15

x

Ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí äýï óõíáñ�Þóåùí öáßíïí�áé ó�ï áêüëïõèï ó÷Þìá
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7.2 ÌåëÝ�ç �çò ÓõíÜñ�çóçò: f(x) =

á

x

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 7.2.3 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =







−2
x

áí x ≤ −1

2 áí − 1 < x�1

2

x

áí x ≥ 1

á) Íá âñåß�å �ï ðåäßï �çò f êáé íá ó÷åäéÜóå�å �ç ãñáöéêÞ �çò ðáñÜó�áóç.

â) Ìå �ç âïÞèåéá �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò:

i) íá åîå�Üóå�å áí ç óõíÜñ�çóç f åßíáé Üñ�éá Þ ðåñé��Þ.

ii) íá âñåß�å �ç ìïíï�ïíßá êáé �á áêñü�á�á �çò f.

¢

óêçóç 7.2.4 Ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò f äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï Ê, üðïõ

f(x) =

2− á

x

êáé K =

(

á� − 1

2

)

i) Íá âñåß�å �ïí áñéèìü á.

ii) Íá ó÷åäéÜóå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f.

¢

óêçóç 7.2.5 Ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò f äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï M, üðïõ

f(x) =

á

2

+ 3á + 4

x

êáé M = (−1� á)

á) Íá âñåß�å �ïí áñéèìü á.

â) Íá ó÷åäéÜóå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f.

¢

óêçóç 7.2.6 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ì ∈ R ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò

:

i) f(x) =

3ì + 6

x

åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï (0� +∞).

ii) f(x) =

ì

2 − 9

x

åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï (0� +∞).

iii) f(x) =

ì

2 − 2ì− 8

x

åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï (−∞� 0).
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¢

óêçóç 7.2.7 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

áx + á− 3
x− 1

�çò ïðïßáò ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï Ì(2� 3).

á) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ á.

â) Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �çò C

f

ìå �ïõò Üîïíåò.

ã) Íá ó÷åäéÜóå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f.

¢

óêçóç 7.2.8 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

2x + á

x

üðïõ á 6= −4, ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé f(f(2)) = 3.

i) Íá âñåß�å �ïí áñéèìü á.

ii) Íá ó÷åäéÜóå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f.
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7.3 ÌåëÝ�ç �çò ÓõíÜñ�çóçò: f(x) = áx

2

+ âx + ã

¼ðùò Ý÷ïõìå äåßîåé, ç f(x) ìå�áó÷çìá�ßæå�áé ùò áêïëïýèùò :

f(x) = áx

2

+ âx + ã

= á

((

x +

â

2á

)
2

− Ä

4á

2

)

= á

(

x +

â

2á

)
2

− Ä

4á

ËáìâÜíïí�áò õðüøç üóá Ý÷ïõí åéðùèåß ðåñß ìå�á�üðéóçò ìéáò êáìðýëçò, ðáñá�çñïýìå

ü�é ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò ðáñáðÜíù óõíÜñ�çóçò ðñïêýð�åé áðü �çí ãñáöéêÞ ðá-

ñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò

y = áx

2

áí �çí ìå�á�ïðßóïõìå

â

2á

ìïíÜäåò ïñéæüí�éá êáé − Ä

4á

ìïíÜäåò êá�áêüñõöá. Óõíåðþò

åßíáé ìéá ðáñáâïëÞ ðïõ Ý÷åé êïñõöÞ �ï óçìåßï Ê =

(

− â

2á

� − Ä

4á

)

êáé Üîïíá óõììå�ñßáò

�çí åõèåßá x = − â

2á

.

�ñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò áx

2

+ âx + ã ãéá á > 0 êáé á < 0.

Ìå�áöñÜæïí�áò êá�Üëëçëá �á óõìðåñÜóìá�á áðü �çí ìåëÝ�ç �çò y = áx

2

, Ý÷ïõìå ãéá

�çí f(x) = áx

2

+ âx + ã ü�é :

1) Áí á > 0

• Åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï äéÜó�çìá

(

−∞� − â

2á

]

êáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï

äéÜó�çìá

[

− â

2á

�∞
)

• �áñïõóéÜæåé åëÜ÷éó�ï ãéá x = − â

2á

�ï f

(

− â

2á

)

= − Ä

4á

.

2) Áí á < 0

• Åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï äéÜó�çìá

(

−∞� − â

2á

]

êáé ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï

äéÜó�çìá

[

− â

2á

�∞
)
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• �áñïõóéÜæåé ìÝãéó�ï ãéá x = − â

2á

�ï f

(

− â

2á

)

= − Ä

4á

.

Ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f åîáñ�Ü�áé áðü �ï ðñüóçìï �ùí á êáé Ä êáé öáßíå�áé êá�á

ðåñßð�ùóç ó�á ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá�á :

�ñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �ñéùíýìïõ ìå Ä > 0 êáé á > 0 Þ á < 0.

�ñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �ñéùíýìïõ ìå Ä = 0 êáé á > 0 Þ á < 0.

�ñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �ñéùíýìïõ ìå Ä < 0 êáé á > 0 Þ á < 0.
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7.3 ÌåëÝ�ç �çò ÓõíÜñ�çóçò: f(x) = áx

2

+ âx + ã

Óùó�ü Þ ËÜèïò

1 Ç ðáñáâïëÞ x

2 − 7x− 13 ðáñïõóéÜæåé ìÝãéó�ï. . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

2 Ç ðáñáâïëÞ x

2

+ 2x + 5 ðáñïõóéÜæåé åëÜ÷éó�ï. . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

3 Ç ðáñáâïëÞ (x− 3)2 + 4 Ý÷åé êïñõöÞ �ï óçìåßï Ê(3� 4). . . . . . . . . . . . Ó Ë

4 Ç ðáñáâïëÞ x

2 − 4x + 1 Ý÷åé êïñõöÞ �ï óçìåßï Ê(2� − 3). . . . . . . . . . . Ó Ë

5 Ç ðáñáâïëÞ x

2

+ 1 �Ýìíåé �ïí Üîïíá x

′
x. . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

6 Ç ðáñáâïëÞ (x− 1)2 − 4 Ý÷åé åëÜ÷éó�ï �ï −4. . . . . . . . . . . . . . . . Ó Ë

7 Ç ðáñáâïëÞ −(x− 1)2 − 2 Ý÷åé Üîïíá óõììå�ñßáò �çí åõèåßá x = 1. . . . . . Ó Ë

8 Ç ðáñáâïëÞ (x + 3)

2 − 7 Ý÷åé ðáñïõóéÜæåé åëÜ÷éó�ï ãéá x = −3. . . . . . . . Ó Ë

7.3 ÌåëÝ�ç �çò ÓõíÜñ�çóçò: f(x) = áx

2

+ âx + ã

ÁóêÞóåéò ËõìÝíåò

¢

óêçóç 7.3.1 Íá âñåß�å �ïí Üîïíá óõììå�ñßáò êáé �çí êïñõöÞ �çò ðáñáâïëÞò

f(x) =

3

7

x

2 −
√

2x + 7

Ë

ý

óç 7.3.1 Ç ðáñáâïëÞ Ý÷åé :

Ä = â

2 − 4áã =
(

−
√

2

)

2 − 4 · 3
7

· 7 = −10

Ê =

(

− â

2á

� − Ä

4á

)

=

(
7

√
2

2 · 3 �
10 · 7
4 · 3

)

=

(
7

√
2

6

�

70

12

)

åíþ Üîïíáò óõììå�ñßáò åßíáé ç åõèåßá

x =

7

√
2

6

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò



"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ" 249

¢

óêçóç 7.3.2 Íá åîå�Üóå�å �çí ìïíï�ïíßá êáé �á áêñü�á�á �çò óõíÜñ�çóçò

f(x) = −x2 + 5x− 2

Ë

ý

óç 7.3.2 ÅðåéäÞ á < 0, ç f ðáñïõóéÜæåé ìÝãéó�ï ó�ï

x = − â

2á

= − 5

2 · (−1) =
5

2

Óå áõ�ü �ï óçìåßï

y = f

(
5

2

)

= −
(
5

2

)
2

+ 5

5

2

− 2 = −25
4

+

25

2

− 2 = 17

4

¼óïí áöïñá �ç ìïíï�ïíßá ç f åßíáé áýîïõóá ó�ï

(

−∞� 5
2

]

êáé öèßíïõóá ó�ï

[
5

2

� +∞
)

.

¢

óêçóç 7.3.3 Íá åîå�Üóå�å �çí ìïíï�ïíßá êáé �á áêñü�á�á �çò óõíÜñ�çóçò

f(x) = 3x

2

+ 7x− 1

Ë

ý

óç 7.3.3 ÅðåéäÞ á > 0, ç f ðáñïõóéÜæåé åëÜ÷éó�ï ó�ï

x = − â

2á

= − 7

2 · 3 = −7
6

Óå áõ�ü �ï óçìåßï

y = f

(

−7
6

)

= 3

(

−7
6

)
2

+ 7

(

−7
6

)

− 1 = 3

49

36

− 49

6

− 1 = −61
12

¼óïí áöïñá �ç ìïíï�ïíßá ç f åßíáé öèßíïõóá ó�ï

(

−∞� − 7

6

]

êáé áýîïõóá ó�ï

[

−7
6

� +∞
)

.

¢

óêçóç 7.3.4 Íá âñåß�å �ç ìÝãéó�ç Þ åëÜ÷éó�ç �éìÞ �ùí óõíáñ�Þóåùí

i) f(x) = 2x

2 − 6x + 3 êáé ii) g(x) = −3x2 − 5x + 2

Ë

ý

óç 7.3.4 Èá åßíáé

f

min

= − Ä

4á

= −â
2 − 4áã
4á

=

(−6)2 − 4 · 2 · 3
4 · 2 = −36− 24

8

= −3
2

f

max

= − Ä

4á

= −â
2 − 4áã
4á

=

(−5)2 − 4 · (−3) · 2
4 · (−3) = −25 + 24−12 =

49

12
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¢

óêçóç 7.3.5

i) Íá ãñÜøå�å �ç óõíÜñ�çóç

f(x) = 2x

2 − 4x + 5

ó�ç ìïñöÞ f(x) = á(x − p)2 + q êáé ó�ç óõíÝ÷åéá íá âñåß�å ìå ðïéá ïñéæüí�éá êáé ðïéá

êá�áêüñõöç ìå�á�üðéóç ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò f èá óõìðÝóåé ìå �ç

ãñáöéêÞ g(x) = 2x

2

ðáñÜó�áóç �çò f.

ii) Íá êÜíå�å �ï ßäéï êáé ãéá �ç óõíÜñ�çóç

f(x) = −2x2 + 8x− 9

èåùñþí�áò ùò g �çí g(x) = −2x2.
Ë

ý

óç 7.3.5

i) Áðü �ç èåùñßá åßíáé

f(x) = áx

2

+ âx + ã

= á

(

x +

â

2á

)
2

− Ä

4á

â

2á

=

−4
2 · 2 = −1

Ä

4á

=

â

2 − 4áã
4á

=

4

2 − 4 · 2 · 4
4 · 4 =

16− 40
8

= −3

Üñá

f(x) = 2(x− 1)2 + 3

ðïõ óçìáßíåé ïñéæüí�éá ìå�á�üðéóç �çò C

g

1 ìïíÜäá äåîéÜ êáé êá�áêüñõöç ìå�á�üðéóç 3

ìïíÜäåò ðÜíù.

ii) �éá �ç äåý�åñç óõíÜñ�çóç åßíáé

â

2á

=

8

2 · (−2) = −2

Ä

4á

=

â

2 − 4áã
4á

=

8

2 − 4 · (−2) · (−9)
4 · (−2) =

64− 72
−8 = 1

Üñá

f(x) = −2(x− 2)2 − 1

ðïõ óçìáßíåé ïñéæüí�éá ìå�á�üðéóç �çò C

g

2 ìïíÜäåò äåîéÜ êáé êá�áêüñõöç ìå�á�üðéóç

1 ìïíÜäá êÜ�ù.
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¢

óêçóç 7.3.6 Íá ìåëå�Þóå�å êáé íá ðáñáó�Þóå�å ãñáöéêÜ �éò óõíáñ�Þóåéò

i) f(x) = 2x

2

+ 4x + 1 êáé g(x) = −2x2

+ 8x− 9

Ë

ý

óç 7.3.6

i) Ç ðáñáâïëÞ Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý �ï (−∞� +∞), åíþ åßíáé :

Ä = â

2 − 4áã = 4

2 − 4 · 2 · 1 = 16− 8 = 8

Ê =

(

− â

2á

� − Ä

4á

)

=

(

− 4

2 · 2� −
8

4 · 2

)

=

(

−1� − 1
)

Ç f åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï (−∞� −1℄, ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï [−1� +∞), Ý÷åé åëÜ÷éó�ï
ãéá x = −1 �ï f(−1) = −1, åíþ Üîïíáò óõììå�ñßáò åßíáé ç åõèåßá x = −1.

ii) Ç ðáñáâïëÞ Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý �ï (−∞� +∞), åíþ åßíáé :

Ä = â

2 − 4áã = 8

2 − 4 · (−2) · (−9) = 64− 72 = −8

Ê =

(

− â

2á

� − Ä

4á

)

=

(

− 8

2 · (−2) � −
(−8)

4 · (−2)

)

=

(

2� − 1
)

Ç g åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá ó�ï (−∞� 2℄, ãíçóßùò öèßíïõóá ó�ï [2� +∞), Ý÷åé ìÝãéó�ï
ãéá x = 2 �ï f(2) = −1, åíþ Üîïíáò óõììå�ñßáò åßíáé ç åõèåßá x = 2.

¢

óêçóç 7.3.7 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = −3x2

+ 2x + 1

Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �çò C

f

ìå �ïõò Üîïíåò.

Ë

ý

óç 7.3.7

1. Ìå �ïí x

′
x. ¸÷ïõìå y = 0 ïðü�å :

− 3x2

+ 2x + 1 = 0

x

1�2

=

−2±
√
16

2(−3) =

−2± 4
−6 ⇒







x

1

= −1
3

x

2

= 1
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¢ñá ç C

f

�Ýìíåé �ïí x

′
x ó�á óçìåßá

(

−1
3

� 0

)

êáé (1� 0).

2. Ìå �ïí y

′
y. ¸÷ïõìå x = 0 ïðü�å :

y = −3 · 02

+ 2 · 0 + 1 = 1

¢ñá ç C

f

�Ýìíåé �ïí y

′
y ó�o óçìåßo (0� 1).

¢

óêçóç 7.3.8 Íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò ðáñáâïëÞò ç ïðïßá Ý÷åé ãéá êïñõöÞ �ï óçìåßï

Ê(2� 3) êáé äéÝñ÷å�áé áðü �çí áñ÷Þ �ùí áîüíùí.

Ë

ý

óç 7.3.8 Åöüóïí ç ðáñáâïëÞ Ý÷åé ãéá êïñõöÞ �ï Ê(2� 3) èá Ý÷åé �ç ìïñöÞ :

y = á(x− 2)2 + 3

Ôï óçìåßï (0� 0) üìùò �çí åðáëçèåýåé, Üñá

0 = á(0− 2)2 + 3⇔ 4á = −3⇔ á = −3
4

ïðü�å ç æç�ïýìåíç ðáñáâïëÞ åßíáé

y = −3
4

(x− 2)2 + 3

¢

óêçóç 7.3.9 Äßíå�áé ç åîßóùóç

x

2

+ (3ê

2 − 2ê + 5)x + (7ë2 − 2ë + 1) = 0

Íá âñåß�å �á ê, ë þó�å �ï Üèñïéóìá �ùí ñéæþí íá ãßíå�áé ìÝãéó�ï êáé �ï ãéíüìåíï �ùí

ñéæþí åëÜ÷éó�ï.

Ë

ý

óç 7.3.9 Ôï Üèñïéóìá �ùí ñéæþí éóïý�áé ìå

S = −â
á

= −3ê2

+ 2ê− 5

Ôï S ðáñá�çñïýìå ü�é åßíáé Ýíá �ñéþíõìï ìå á = −3 < 0. ¢ñá ðáñïõóéÜæåé ìÝãéó�ï ãéá

ê = − â

2á

= − 2

2 · (−3) =
1

3

ÄçëáäÞ ãéá ê =

1

3

�ï Üèñïéóìá �ùí ñéæþí ãßíå�áé ìÝãéó�ï.

Ôï ãéíüìåíï �ùí ñéæþí éóïý�áé ìå

P =

ã

á

= 7ë

2 − 2ë + 1
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Ôï P ðáñá�çñïýìå ü�é åßíáé Ýíá �ñéþíõìï ìå á = 7 > 0. ¢ñá ðáñïõóéÜæåé åëÜ÷éó�ï ãéá

ë = − â

2á

= − −2
2 · 7 =

1

7

ÄçëáäÞ ãéá ë =

1

7

�ï ãéíüìåíï �ùí ñéæþí ãßíå�áé åëÜ÷éó�ï.

¢

óêçóç 7.3.10 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = 3(x− ë)2 − ë2 + 1

Íá ðñïóäéïñßóå�å �ï ë �ï ïðïßï ìåãéó�ïðïéåß �ï åëÜ÷éó�ï �çò f.

Ë

ý

óç 7.3.10 Ç f åßíáé Ýíá �ñéþíõìï (ðáñáâïëÞ) êáé åðåéäÞ á = 3 > 0 ðáñïõóéÜæåé

åëÜ÷éó�ï ó�ï

− Ä

4á

= −ë2 + 1

Êá�Ü óåéñÜ, ç g(ë) = −ë2 + 1 åßíáé ðáñáâïëÞ, êáé åðåéäÞ á = −1 < 0 ðáñïõóéÜæåé ìÝãéó�ï

ó�ï

− Ä

4á

= 1

ÄçëáäÞ ç �éìÞ ë = 1 ìåãéó�ïðïéåß �ï åëÜ÷éó�ï �çò f.

¢

óêçóç 7.3.11 Íá áðïäåßîå�å ü�é áí �ï Üèñïéóìá äýï áñéèìþí åßíáé ó�áèåñü, �ï ãéíü-

ìåíï �ïõò ãßíå�áé ìÝãéó�ï ü�áí ïé áñéèìïß ãßíïí�áé ßóïé.

Ë

ý

óç 7.3.11 ¸ó�ù x êáé y ïé áñéèìïß, ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýåé

x + y = 

Æç�Üìå íá âñïýìå ðü�å �ï xy ãßíå�áé ìÝãéó�ï. ÄçëáäÞ, æç�Üìå íá âñïýìå �ï ìÝãéó�ï �çò

ðáñÜó�áóçò

xy = x(− x) = −x2 + x

Ç ðáñÜó�áóç åßíáé ìéá ðáñáâïëÞ ãéá �çí ïðïßá ãíùñßæïõìå ü�é ðáñïõóéÜæåé ìÝãéó�ï

(åðåéäÞ á=-1<0) ó�ï óçìåßï

x = − â

2á

= − 

2(−1) =


2

�ü�å

y = − 

2

=



2

äçëáäÞ �ï æç�ïýìåíï.
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¢

óêçóç 7.3.12 Äßíå�áé ç ðáñáâïëÞ

f(x) = x

2

+ (ê + 2)x + ê + 2

Íá âñåß�å �ï ê êÜèå öïñÜ ó�éò ðåñéð�þóåéò ðïõ ç ðáñáâïëÞ

1. åöÜð�å�áé ó�ïí x

′
x.

2. �Ýìíåé �ïí x

′
x óå äýï óçìåßá.

3. äåí �Ýìíåé �ïí x

′
x.

4. Ý÷åé Üîïíá óõììå�ñßáò �çí åõèåßá x = 3.

5. ðáñïõóéÜæåé åëÜ÷éó�ï ãéá x = 5.

6. Ý÷åé åëÜ÷éó�ï �ï −8.
7. �Ýìíåé �ïí x

′
x ó�ï Á(3� 0).

8. �Ýìíåé �ïí y

′
y ó�ï Â(0� 5).

Ë

ý

óç 7.3.12 Ç äéáêñßíïõóá �ïõ �ñéùíýìïõ åßíáé

Ä = â

2 − 4áã = (ê + 2)

2 − 4(ê + 2) = ê

2

+ 4ê + 4− 4ê− 8 = ê

2 − 4

1. Èá åßíáé Ä = 0. Áñá

ê

2 − 4 = 0⇔ ê

2

= 2⇔ ê = ±2

2. Èá åßíáé Ä > 0. Áñá

ê

2 − 4 > 0⇔ ê

2

> 2

2 ⇔ |ê|2 > 2

2 ⇔ |ê| > 2⇔ ê > 2 Þ ê < −2

3. Èá åßíáé Ä < 0. Áñá

ê

2 − 4 < 0⇔ ê

2

< 2

2 ⇔ |ê|2 < 2

2 ⇔ |ê| < 2⇔ −2 < ê < 2

4. Ç êïñõöÞ �çò ðáñáâïëÞò èá Ý÷åé �å�ìçìÝíç �ï −3. Áñá

3 = − â

2á

= −ê + 2
2

⇔ ê + 2 = −6⇔ ê = −8

5. Èá ðñÝðåé

5 = − â

2á

⇔ 5 = −ê + 2
2

⇔ ê + 2 = −10⇔ ê = −12

6. Èá ðñÝðåé

−8 = − Ä

4á

⇔ −8 = −ê
2 − 4
4

⇔ ê

2

= 36⇔ ê = ±6

7. Èá ðñÝðåé

3

2

+ 3(ê + 2) + ê + 2 = 0⇔ 4(ê + 2) = −9⇔ 4ê = −9− 8⇔ ê = −17
4

8. Èá ðñÝðåé

0

2

+ 0(ê + 2) + ê + 2 = 5⇔ ê + 2 = 5⇔ ê = 3
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¢

óêçóç 7.3.13 Äßíå�áé ç ðáñáâïëÞ

f(x) = x

2

+ (ê + 1)x + ê

Íá âñåß�å �ï ê êÜèå öïñÜ ó�éò ðåñéð�þóåéò ðïõ ç ðáñáâïëÞ

1. åöÜð�å�áé ó�ïí x

′
x.

2. Ý÷åé Üîïíá óõììå�ñßáò �çí åõèåßá x = 3.

3. Ç êïñõöÞ Ý÷åé �å�áãìÝíç −4. �ïéá åßíáé �ü�å ç �å�ìçìÝíç �çò;

Ë

ý

óç 7.3.13 Ç äéáêñßíïõóá �ïõ �ñéùíýìïõ åßíáé

Ä = â

2 − 4áã = (ê + 1)

2 − 4ê = ê

2

+ 2ê + 1− 4ê = ê

2 − 2ê + 1 = (ê− 1)2

1. Èá åßíáé Ä = 0. Áñá

(ê− 1)2 = 0⇔ ê− 1 = 0⇔ ê = 1

2. ¸÷åé Üîïíá óõììå�ñßáò �ïí x

′
x. Ôü�å

0 = − â

2á

= −ê + 1
2

⇔ −ê− 1 = 0⇔ ê = −1

3. Ç êïñõöÞ Ý÷åé �å�áãìÝíç −4

−4 = − Ä

4á

⇔ −4 = − (ê− 1)
2

4

⇔ (ê− 1)2 = 16⇔ ê− 1 = ±4⇔ ê = −3 Þ ê = 5

¢

óêçóç 7.3.14 Ïé äéáó�Üóåéò x, y åíüò ïñèïãùíßïõ ìå�áâÜëëïí�áé, Ý�óé þó�å ç ðåñßìå-

�ñüò �ïõ íá ðáñáìÝíåé ó�áèåñÞ êáé ßóç ìå 20ì.

i) Íá åêöñÜóå�å �ï y óõíáñ�Þóåé �ïõ x êáé ó�ç óõíÝ÷åéá íá âñåß�å �ïí �ýðï E = f(x) ðïõ

äßíåé �ï åìâáäüí �ïõ ïñèïãùíßïõ óõíáñ�Þóåé �ïõ x.

ii) Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï åìâáäüí ìåãéó�ïðïéåß�áé ãéá x = 5 êáé íá âñåß�å �ç ìÝãéó�ç �éìÞ

�ïõ.

Ë

ý

óç 7.3.14

i) ¸÷ïõìå

2x + 2y = 20⇔ x + y = 10⇔ y = 10�x ìå 0 < x < 10

E = xy = x(10− x) = −x2 + 10x
¢ñá f(x) = −x2 + 10x ìå 0 < x < 10

ii) ÅðåéäÞ á = �1 < 0, �ï �ñéþíõìï f(x) = −x2 + 10x èá Ý÷åé ìÝãéó�ï ãéá

x = − â

2á

= − 10

2(−1) = 5

êáé áõ�ü èá åßíáé

f

max

= f(5) = −52 + 10 · 5 = −25 + 50 = 25
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¢

óêçóç 7.3.15 Ó�á ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá�á äßíïí�áé ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò åð�Ü �ñéùíý-

ìùí, äçëáäÞ óõíáñ�Þóåùí �çò ìïñöÞò

y = áx

2

+ âx + ã

Íá óõìðëçñþóå�å �éò ó�Þëåò �ïõ ðßíáêá ðïõ áêïëïõèåß ìå �ï ðñüóçìï �ùí óõí�åëåó�þí

êáé �çò äéáêñßíïõóáò �ùí áí�ßó�ïé÷ùí �ñéùíýìùí.

Ë

ý

óç 7.3.15 ÄéáâÜæïí�áò êá�Üëëçëá �éò ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò êá�áóêåõÜæïõìå �ïí

áêüëïõèï ðßíáêá

Ôñéþíõìï f

1

f

2

f

3

f

4

f

5

f

6

f

7

á

+

-

+

- -

+

-

â

0

+

-

+ + +

-

ã

+

- -

0

+

- -

Ä

-

0

+ + + +

-
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¢

óêçóç 7.3.16 Ó�ï ðáñáêåßìåíï ó÷Þìá äßíå�áé ç ãñáöéêÞ

ðáñÜó�áóç åíüò �ñéùíýìïõ P(x) = áx

2

+ âx + ã. Íá âñåß�å :

i) Ôï ðñüóçìï �ïõ á.

ii) Ôï ðñüóçìï �çò äéáêñßíïõóáò Ä êáé

iii) Ôïõò óõí�åëåó�Ýò �ïõ �ñéùíýìïõ, áí äßíå�áé ü�é â = 6.

Ë

ý

óç 7.3.16

i) Èá åßíáé á < 0 áöïý �ï �ñéþíõìï Ý÷åé ìÝãéó�ï.

ii) Èá åßíáé Ä > 0 áöïý �ï �ñéþíõìï Ý÷åé äýï Üíéóåò ñßæåò

(1 êáé 5).

iii) ¸÷ïõìå

P(1) = 0⇔ á · 12 + â · 1 + ã = 0

⇔ á + 6 + ã = 0

⇔ ã = −á− 6

P(5) = 0⇔ á · 52 + â · 5 + ã = 0

⇔ 25á + 30 + ã = 0

⇔ 25á + 30− á− 6 = 0

⇔ 24á = −24⇔ á = −1

êáé �ü�å ã = −á− 6 = 1− 6 = −5

ÄçëáäÞ �ï �ñéþíõìï åßíáé −x2 + 6x− 5.

¢

óêçóç 7.3.17 Ïé äéáó�Üóåéò x, y åíüò ïñèïãùíßïõ ìå�áâÜëëïí�áé, Ý�óé þó�å ç ðåñßìå-

�ñüò �ïõ íá ðáñáìÝíåé ó�áèåñÞ êáé ßóç ìå 20ì.

i) Íá åêöñÜóå�å �ï y óõíáñ�Þóåé �ïõ x êáé ó�ç óõíÝ÷åéá íá âñåß�å �ïí �ýðï E = f(x) ðïõ

äßíåé �ï åìâáäüí �ïõ ïñèïãùíßïõ óõíáñ�Þóåé �ïõ x.

ii) Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï åìâáäüí ìåãéó�ïðïéåß�áé ãéá x = 5 êáé íá âñåß�å �ç ìÝãéó�ç �éìÞ

�ïõ.

Ë

ý

óç 7.3.17

i)

2x + 2y = 20⇔ x + y = 10⇔ y = 10�x ìå 0 < x < 10

Üñá

E = xy = x(10− x) = −x2 + 10x 0 < x < 10

ii) ÅðåéäÞ á = −1 < 0 �ï �ñéþíõìï f(x) = −x2 + 10x Ý÷åé ìÝãéó�ï ãéá

x = − â

2á

= − 10

2 · (−1) = 5

�ü�å

f

max

= f(5) = −52 + 10 · 5 = −25 + 50 = 25

Í.Êå÷ñÞò
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¢

óêçóç 7.3.18 ¸íá óçìåßï Ì êéíåß�áé ðÜíù ó�ï åõèýãñáì-

ìï �ìÞìá ÁÂ = 6m. Ìå ðëåõñÝò �á ÌÁ êáé ÌÂ êá�áóêåõÜ-

æïõìå éóüðëåõñá �ñßãùíá. �éá ðïéá èÝóç �ïõ Ì �ï Üèñïéóìá

�ùí åìâáäþí �ùí äýï �ñéãþíùí åßíáé åëÜ÷éó�ï;

Ë

ý

óç 7.3.18 ¸ó�ù (ÁÌ) = x, �ü�å (ÌÂ) = 6�x êáé

(�ÁÌ) + (ÄÌÂ) =

x

2

√
3

4

+

(6− x)2
√
3

4

=

√
3

4

(

x

2

+ (6− x)2
)

=

√
3

4

(x

2

+ 36− 12x + x2)

=

√
3

4

(2x

2

+ 36− 12x)

=

√
3

2

(x

2 − 6x + 18)

¸�óé ïñßæå�áé ç óõíÜñ�çóç

E(x) =

√
3

2

(x

2 − 6x + 18) 0 < x < 6

ðïõ åêöñÜæåé �ï Üèñïéóìá �ùí åìâáäþí �ùí äýï �ñéãþíùí óõíáñ�Þóåé �ïõ x. ÅðåéäÞ

á = 1 > 0 èá ðáñïõóéÜæåé åëÜ÷éó�ï ãéá

x = − â

2á

=

−6
2 · 1 = 3

ÅðïìÝíùò ç æç�ïýìåíç èÝóç �ïõ Ì åßíáé �ï ìÝóï �ïõ ÁÂ.

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò



"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ" 259

7.3 ÌåëÝ�ç �çò ÓõíÜñ�çóçò: f(x) = áx

2

+ âx + ã

ÁóêÞóåéò ¢ëõ�åò

¢

óêçóç 7.3.19 Íá âñåß�å �ïí Üîïíá óõììå�ñßáò êáé �çí êïñõöÞ �ùí ðáñáâïëþí:

1) x

2

+ 4x− 2 2) − x2

+ 6x− 4

3) − 2x2

+ 3 4) − 4x2

+ 4x− 1

¢

óêçóç 7.3.20 Íá âñåß�å �ïí Üîïíá óõììå�ñßáò êáé �çí êïñõöÞ �ùí ðáñáâïëþí:

1) x

2 − 2x− 3 2) − x2 − 4x + 2

3) 2x

2

+ 4x + 3 4) − 3x2

5) − x2

+ 6x− 9 6) 9x

2 − 12x + 4

¢

óêçóç 7.3.21 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = x

2 − 6x + 5

i) Íá âñåß�å �çí êïñõöÞ êáé �ïí Üîïíá óõììå�ñßáò �çò C

f

.

ii) Íá âñåß�å �ç ìïíï�ïíßá êáé �á áêñü�á�á �çò f.

iii) Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �çò C

f

ìå �ïõò Üîïíåò

iv) Íá êÜíå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f.

¢

óêçóç 7.3.22 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = −2x2

+ 8x− 6

i) Íá âñåß�å �çí êïñõöÞ êáé �ïí Üîïíá óõììå�ñßáò �çò C

f

.

ii) Íá âñåß�å �ç ìïíï�ïíßá êáé �á áêñü�á�á �çò f.

iii) Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �çò C

f

ìå �ïõò Üîïíåò

iv) Íá êÜíå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f.

¢

óêçóç 7.3.23 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = 3x

2

+ 6x + 4
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i) Íá âñåß�å �çí êïñõöÞ êáé �ïí Üîïíá óõììå�ñßáò �çò C

f

.

ii) Íá âñåß�å �ç ìïíï�ïíßá êáé �á áêñü�á�á �çò f.

iii) Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �çò C

f

ìå �ïõò Üîïíåò

iv) Íá êÜíå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f.

¢

óêçóç 7.3.24 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = −x2

+ 2x− 4

i) Íá âñåß�å �çí êïñõöÞ êáé �ïí Üîïíá óõììå�ñßáò �çò C

f

.

ii) Íá âñåß�å �ç ìïíï�ïíßá êáé �á áêñü�á�á �çò f.

iii) Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �çò C

f

ìå �ïõò Üîïíåò

iv) Íá êÜíå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f.

¢

óêçóç 7.3.25 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = 2x

2

+ 8x + 8

i) Íá âñåß�å �çí êïñõöÞ êáé �ïí Üîïíá óõììå�ñßáò �çò C

f

.

ii) Íá âñåß�å �ç ìïíï�ïíßá êáé �á áêñü�á�á �çò f.

iii) Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �çò C

f

ìå �ïõò Üîïíåò

iv) Íá êÜíå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f.

¢

óêçóç 7.3.26 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = −3x2

+ 6x− 3

i) Íá âñåß�å �çí êïñõöÞ êáé �ïí Üîïíá óõììå�ñßáò �çò C

f

.

ii) Íá âñåß�å �ç ìïíï�ïíßá êáé �á áêñü�á�á �çò f.

iii) Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �çò C

f

ìå �ïõò Üîïíåò

iv) Íá êÜíå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f.

¢

óêçóç 7.3.27 Íá ãßíåé ç ìåëÝ�ç êáé ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �ùí óõíáñ�Þóåùí:

1) x

2 − 4x + 3 2) − x2

+ 4

3) x

2

+ 2x + 3 4) − x2

+ 4x− 5

5) 2x

2

+ 4x + 2 6) − x2

+ 6x− 9
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¢

óêçóç 7.3.28 Ç ðáñáâïëÞ

f(x) = x

2

+ âx + ã

Ý÷åé êïñõöÞ �ï óçìåßï Ê(3� − 4). Íá âñåß�å :

i) �ïõò áñéèìïýò â êáé ã.

ii) �á óçìåßá �ïìÞò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò �çò f ìå �ïõò Üîïíåò.

¢

óêçóç 7.3.29 Ç ðáñáâïëÞ

f(x) = ëx

2

+ (ë + 2)x− 2(2ë− 1)

Ý÷åé Üîïíá óõììå�ñßáò �çí åõèåßá x = −1.
i) Íá âñåß�å �ïí áñéèìü ë

ii) Íá ìåëå�Þóå�å �çí f ùò ðñïò �ç ìïíï�ïíßá êáé �á áêñü�á�á.

iii) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç f(x) > 10.

¢

óêçóç 7.3.30 Ç ðáñáâïëÞ

f(x) = ëx

2

+ (ë + 3)x + 1− ë

Ý÷åé Üîïíá óõììå�ñßáò �ïí y

′
y. Íá âñåß�å

i) �ïí áñéèìü ë

ii) �çí êïñõöÞ �çò ðáñáâïëÞò.

¢

óêçóç 7.3.31 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R, ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�ç-

óçò :

f(x) = ëx

2

+ 4x + ë + 3

åßíáé ðáñáâïëÞ ðïõ �Ýìíåé �ïí x

′
x óå äýï óçìåßá.

¢

óêçóç 7.3.32 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R, ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�ç-

óçò :

f(x) = (ë

2 − 3ë− 4)x2 − 5x + 2

åßíáé ðáñáâïëÞ ç ïðïßá ðáñïõóéÜæåé ìÝãéó�ï.

¢

óêçóç 7.3.33 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R, ç ðáñáâïëÞ :

f(x) = 3x

2

+ (ë

2 − 4ë− 12)x− 5

Ý÷åé êïñõöÞ ìå áñíç�éêÞ �å�ìçìÝíç.
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¢

óêçóç 7.3.34 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R, ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�ç-

óçò :

f(x) = (ë− 2)x2 − 2(ë− 1)x + 3ë− 5

åßíáé ðáñáâïëÞ ç ïðïßá ðáñïõóéÜæåé åëÜ÷éó�ï êáé �Ýìíåé �ïí x

′
x óå äýï óçìåßá.

¢

óêçóç 7.3.35 Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ∈ R, ç êïñõöÞ �çò ðáñáâïëÞò :

f(x) = x

2

+ (ë− 2)x− ë + 1

åßíáé óçìåßï.

i) �ïõ Üîïíá x

′
x.

ii) �ïõ Üîïíá y

′
y.

¢

óêçóç 7.3.36 Ç ðáñáâïëÞ

f(x) = áx

2 − 3áx + 13

Ý÷åé êïñõöÞ ìå �å�áãìÝíç á.

i) Íá âñåß�å �ïí áñéèìü á.

ii) Íá ìåëå�Þóå�å �çí f ùò ðñïò �ç ìïíï�ïíßá êáé �á áêñü�á�á.

¢

óêçóç 7.3.37 ¸íáò ê�çíï�ñüöïò Ý÷åé óýñìá 200m êáé èÝëåé íá ðåñéöñÜîåé äýï óõ-

íå÷üìåíïõò ïñèïãþíéïõò õðáßèñéïõò ÷þñïõò ìå äéáó�Üóåéò x êáé y, üðùò öáßíå�áé ó�ï

ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá. �éá ðïéåò �éìÝò �ùí x êáé y �ï åìâáäüí êáé �ùí äýï ÷þñùí ìåãéó�ï-

ðïéåß�áé;
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 8

ÔÑÁ�ÅÆÁ ÈÅÌÁÔÙÍ 2014

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.474 Èåùñïýìå �çí áêïëïõèßá (á

í

) �ùí èå�éêþí ðåñé��þí áñéèìþí:

1�3�5�7� · · ·

á) Íá áé�éïëïãÞóå�å ãéá�ß ç (áí) åßíáé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò êáé íá âñåß�å �ïí åêá�ïó�ü üñï

�çò. (ÌïíÜäåò 15)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï Üèñïéóìá �ùí í ðñþ�ùí ðåñé��þí èå�éêþí áñéèìþí åßíáé ßóï ìå

�ï �å�ñÜãùíï �ïõ ðëÞèïõò �ïõò. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.477 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç f, ìå

f(x) =

x

2 − 5x + 6

x− 3

á) Íá âñåß�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò f. (ÌïíÜäåò 7)

â) Íá áðëïðïéÞóå�å �ïí �ýðï �çò óõíÜñ�çóçò f . (ÌïíÜäåò 9)

ã) Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò �çò f ìå �ïõò Üîïíåò x

′
x êáé y

′
y.

(ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.478 Äßíå�áé ç åîßóùóç: x

2−ëx+(ë2+ë−1) = 0 (1), ìå ðáñÜìå�ñï

ë ∈ R.

á) Íá ðñïóäéïñßóå�å �ïí ðñáãìá�éêü áñéèìü ë, þó�å ç åîßóùóç (1) íá Ý÷åé ñßæåò

ðñáãìá�éêÝò. (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç: S

2−P−2 ≥ 0, üðïõ S êáé P åßíáé áí�ßó�ïé÷á �ï Üèñïéóìá êáé

�ï ãéíüìåíï �ùí ñéæþí �çò (1). (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.480 ¸íá ìéêñü ãÞðåäï ìðÜóêå� Ý÷åé äÝêá óåéñÝò êáèéóìÜ�ùí êáé

êÜèå óåéñÜ Ý÷åé á êáèßóìá�á ðåñéóóü�åñá áðü �çí ðñïçãïýìåíç. Ç 7

ç

óåéñÜ Ý÷åé 36

êáèßóìá�á êáé �ï ðëÞèïò �ùí êáèéóìÜ�ùí �ïõ ó�áäßïõ åßíáé 300.

á) Áðï�åëïýí �á êáèßóìá�á �ïõ ãçðÝäïõ üñïõò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ; Íá áé�éïëïãÞóå�å

�ï óõëëïãéóìü óáò. (ÌïíÜäåò 12)

â) �üóá êáèßóìá�á Ý÷åé êÜèå óåéñÜ; (ÌïíÜäåò 13)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.481 Äßíå�áé ç åîßóùóç

x

2 − 2ëx + 4(ë− 1) = 0

ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R

á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá �çò åîßóùóçò. (ÌïíÜäåò 8)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ðáñáðÜíù åîßóùóç Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêÝò ãéá êÜèå ë ∈ R.

(ÌïíÜäåò 8)

ã) Áí x

1

�x

2

åßíáé ïé ñßæåò �çò ðáñáðÜíù åîßóùóçò, �ü�å íá âñåß�å ãéá ðïéá �éìÞ �ïõ ë

éó÷ýåé:

x

1

+ x

2

= x

1

· x
2

(ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.483

á) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç |2x− 1| = 3 (ÌïíÜäåò 12)

â) Áí á�â ìå á < â åßíáé ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò �ïõ åñù�Þìá�ïò (á), �ü�å íá ëýóå�å �çí

åîßóùóç áx

2

+ âx + 3 = 0 (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.484

á) Íá ëýóå�å �éò áíéóþóåéò: |2x− 5| ≤ 3 êáé 2x

2 − x− 1 ≥ 0 (ÌïíÜäåò 16)

â) Íá âñåß�å �éò êïéíÝò ëýóåéò �ùí áíéóþóåùí �ïõ åñù�Þìá�ïò á). (ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.485 Äßíå�áé ç åîßóùóç ëx = x + ë

2 − 1 , ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ðáñáðÜíù åîßóùóç ãñÜöå�áé éóïäýíáìá:

(ë− 1)x = (ë− 1)(ë + 1)� ë ∈ R:

(ÌïíÜäåò 8)

â) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ ë ãéá �éò ïðïßåò ç ðáñáðÜíù åîßóùóç Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç

�çí ïðïßá êáé íá âñåß�å. (ÌïíÜäåò 8)

ã) �éá ðïéá �éìÞ �ïõ ë ç ðáñáðÜíù åîßóùóç åßíáé �áõ�ü�ç�á ó�ï óýíïëï �ùí ðñáãìá�é-

êþí áñéèìþí; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò

9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.486 Áí 0 < á < 1, �ü�å

á) íá áðïäåßîå�å ü�é: á

3

< á (ÌïíÜäåò 13)

â) íá äéá�Üîå�å áðü �ï ìéêñü�åñï ðñïò �ï ìåãáëý�åñï �ïõò áñéèìïýò: (ÌïíÜäåò 12)

0�á

3

�1�á�

1

á
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.487

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ãéá ïðïéïõóäÞðï�å ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò x�y éó÷ýåé:

(x− 1)

2

+ (y + 3)

2

= x

2

+ y

2 − 2x + 6y + 10 (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá âñåß�å �ïõò áñéèìïýò x�y þó�å: x

2

+ y

2 − 2x + 6y + 10 = 0 (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.488 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç f, ìå

f(x) =

2x

2 − 5x + 3

x

2 − 1

á) Íá âñåß�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò Á. (ÌïíÜäåò 5)

â) Íá ðáñáãïí�ïðïéÞóå�å �ï �ñéþíõìï 2x

2 − 5x + 3. (ÌïíÜäåò 10)

ã) Íá áðïäåßîå�å ü�é ãéá êÜèå x ∈ A éó÷ýåé : (ÌïíÜäåò 10)

f(x) =

2x− 3

x + 1

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.489

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç |x− 5| < 2 (ÌïíÜäåò 8)

â) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç |2− 3x| > 5 (ÌïíÜäåò 8)

ã) Íá ðáñáó�Þóå�å �éò ëýóåéò �ùí äõï ðñïçãïýìåíùí áíéóþóåùí ó�ïí ßäéï Üîïíá �ùí

ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. Ìå �ç âïÞèåéá �ïõ Üîïíá, íá ðñïóäéïñßóå�å �ï óýíïëï �ùí

êïéíþí �ïõò ëýóåùí êáé íá �ï áíáðáñáó�Þóå�å ìå äéÜó�çìá Þ Ýíùóç äéáó�çìÜ�ùí.

(ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.490 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï

2x

2 − 3x + 1

á) Íá âñåß�å �éò ñßæåò �ïõ. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ x ∈ R ãéá �éò ïðïßåò: 2x

2 − 3x + 1 < 0 (ÌïíÜäåò 5)

ã) Íá åîå�Üóå�å áí ïé áñéèìïß

√
3

2

êáé

1√
2

åßíáé ëýóåéò �çò áíßóùóçò: 2x

2 − 3x + 1 < 0

(ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.491 Äßíïí�áé ïé áíéóþóåéò:

3x− 1 < x + 9 êáé 2− x

2

≤ x +

1

2

á) Íá âñåß�å �éò ëýóåéò �ïõò. (ÌïíÜäåò 15)

â) Íá âñåß�å �ï óýíïëï �ùí êïéíþí �ïõò ëýóåùí. (ÌïíÜäåò 10)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.492 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç f(x) = x

2

+ 2x− 15� x ∈ R.
á) Íá õðïëïãßóå�å �ï Üèñïéóìá f(−1) + f(0) + f(1). (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá âñåß�å �á êïéíÜ óçìåßá �çò ãñáöéêÞò �çò ðáñÜó�áóçò �çò f ìå �ïõò Üîïíåò.

(ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.493

á) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç |x− 2| =
√
3. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá ó÷çìá�ßóå�å åîßóùóç äåõ�Ýñïõ âáèìïý ìå ñßæåò, �éò ñßæåò �çò åîßóùóçò �ïõ á)

åñù�Þìá�ïò. (ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.495 Óå ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäï (á

í

) ìå èå�éêü ëüãï ë, éó÷ýåé: á

3

= 1 êáé

á

5

= 4.

á) Íá âñåß�å �ï ëüãï ë �çò ðñïüäïõ êáé �ïí ðñþ�ï üñï �çò. (ÌïíÜäåò 13)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é ï í-ïó�üò üñïò �çò ðñïüäïõ åßíáé: á

í

= 2

í−3
. (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.496 Äßíå�áé ç åîßóùóç

x

2

+ 2ëx + 4(ë− 1) = 0

ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R.
á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá �çò åîßóùóçò. (ÌïíÜäåò 8)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ðáñáðÜíù åîßóùóç Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêÝò ãéá êÜèå ë ∈ R.
(ÌïíÜäåò 8)

ã) Áí x

1

�x

2

åßíáé ïé ñßæåò �çò ðáñáðÜíù åîßóùóçò, �ü�å íá âñåß�å ãéá ðïéá �éìÞ �ïõ ë

éó÷ýåé:

(x

1

+ x

2

)

2

+ x

1

· x
2

+ 5 = 0

(ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.497 ¸íá �çëåïð�éêü ðáé÷íßäé ðáßæå�áé ìå æåýãç áí�éðÜëùí �ùí äõï

öýëùí. Ó�ï ðáé÷íßäé óõììå�Ý÷ïõí 3 Üí�ñåò: ï ÄçìÞ�ñçò (Ä), ï Êþó�áò (Ê), ï Ìé÷Üëçò

(Ì) êáé 2 ãõíáßêåò: ç ÅéñÞíç (Å) êáé ç ÆùÞ (Æ). ÅðéëÝãïí�áé ó�çí �ý÷ç Ýíáò Üí�ñáò êáé

ìéá ãõíáßêá ãéá íá äéáãùíéó�ïýí êáé êá�áãñÜöïí�áé �á ïíüìá�Ü �ïõò.

á) Íá âñåèåß ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò �ïõ ðåéñÜìá�ïò. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá õðïëïãßóå�å �éò ðéèáíü�ç�åò �ùí ðáñáêÜ�ù åíäå÷ïìÝíùí

Á : Íá äéáãùíßó�çêáí ï Êþó�áò Þ ï Ìé÷Üëçò .

Â : Íá äéáãùíßó�çêå ç ÆùÞ.

� : Íá ìç äéáãùíßó�çêå ïý�å ï Êþó�áò ïý�å ï ÄçìÞ�ñçò. (ÌïíÜäåò 15)

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò



"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ" 267

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.498

á) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç:

|x + 1|
3

− |x + 1| + 4
5

=

2

3

(ÌïíÜäåò 9)

â) Ná ëýóå�å �çí áíßóùóç: −x2 + 2x + 3 ≤ 0 (ÌïíÜäåò 9)

ã) Íá åîå�Üóå�å áí ïé ëýóåéò �çò åîßóùóçò �ïõ (á) åñù�Þìá�ïò åßíáé êáé ëýóåéò �çò áí-

ßóùóçò �ïõ â) åñù�Þìá�ïò. (ÌïíÜäåò7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.499 Áðü �ïõò ìáèç�Ýò åíüò Ëõêåßïõ, �ï 25% óõììå�Ý÷åé ó�ç èå-

á�ñéêÞ ïìÜäá, �ï 30% óõììå�Ý÷åé ó�çí ïìÜäá ðïäïóöáßñïõ êáé �ï 15% �ùí ìáèç�þí

óõììå�Ý÷åé êáé ó�éò äýï ïìÜäåò. ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá Ýíá ìáèç�Þ. Áí ïíïìÜóïõìå �á

åíäå÷üìåíá:

Á : «ï ìáèç�Þò íá óõììå�Ý÷åé ó�ç èåá�ñéêÞ ïìÜäá» êáé

Â : «ï ìáèç�Þò íá óõììå�Ý÷åé ó�çí ïìÜäá ðïäïóöáßñïõ»,

á) íá åêöñÜóå�å ëåê�éêÜ �á åíäå÷üìåíá:

i) Á ∪Â ii) Á ∩Â iii) Â−Á iv) Á

′

(ÌïíÜäåò 12)

â) íá õðïëïãßóå�å �éò ðéèáíü�ç�åò ðñáãìá�ïðïßçóçò �ùí åíäå÷ïìÝíùí

i) ï ìáèç�Þò ðïõ åðéëÝ÷èçêå íá óõììå�Ý÷åé ìüíï ó�çí ïìÜäá ðïäïóöáßñïõ

ii) ï ìáèç�Þò ðïõ åðéëÝ÷èçêå íá ìç óõììå�Ý÷åé óå êáìßá ïìÜäá. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.503

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç: (ÌïíÜäåò 9)

∣

∣

∣

∣

x− 1

2

∣

∣

∣

∣

< 4

â) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç: |x + 5| ≥ 3. (ÌïíÜäåò 9)

ã) Íá âñåß�å �éò êïéíÝò ëýóåéò �ùí áíéóþóåùí �ùí åñù�çìÜ�ùí (á) êáé (â) ìå ÷ñÞóç

�ïõ Üîïíá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí êáé íá �éò ãñÜøå�å ìå �ç ìïñöÞ äéáó�Þìá�ïò.

(ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.504

á) Áí á < 0 , íá áðïäåé÷èåß ü�é: (ÌïíÜäåò 15)

á +

1

á

≤ −2

â) Áí á < 0, íá áðïäåé÷èåß ü�é: (ÌïíÜäåò 10)

|á| +
∣

∣

∣

∣

1

á

∣

∣

∣

∣

≥ 2
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.505

á) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç: |2x�4| = 3|x�1| (ÌïíÜäåò 9)

â) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç: |3x�5| > 1 (ÌïíÜäåò 9)

ã) Åßíáé ïé ëýóåéò �çò åîßóùóçò �ïõ (á) åñù�Þìá�ïò êáé ëýóåéò �çò áíßóùóçò �ïõ (â)

åñù�Þìá�ïò; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.506 Áí 2 ≤ x ≤ 3 êáé 1 ≤ y ≤ 2, íá âñåß�å ìå�áîý ðïéþí ïñßùí

âñßóêå�áé ç �éìÞ êáèåìéÜò áðü �éò ðáñáêÜ�ù ðáñáó�Üóåéò:

á) x + y (ÌïíÜäåò 5)

â) 2x− 3y (ÌïíÜäåò 10)

ã)

x

y

(ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.507 Äßíå�áé ç åîßóùóç: (ë

2 − 9)x = ë

2 − 3ë, ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R

(1)

á) ÅðéëÝãïí�áò �ñåßò äéáöïñå�éêÝò ðñáãìá�éêÝò �éìÝò ãéá �ï ë, íá ãñÜøå�å �ñåßò åîéóþ-

óåéò.

(ÌïíÜäåò 6)

â) Íá ðñïóäéïñßóå�å �éò �éìÝò �ïõ ë ∈ R, þó�å ç (1) íá Ý÷åé ìßá êáé ìïíáäéêÞ ëýóç.

(ÌïíÜäåò 9)

ã) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ ë ∈ R, þó�å ç ìïíáäéêÞ ëýóç �çò (1) íá éóïý�áé ìå 4.

(ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.508

á) Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí í ðñþ�ùí äéáäï÷éêþí èå�éêþí áêåñáßùí 1�2�3� · · ·í
(ÌïíÜäåò 12)

â) Íá âñåß�å ðüóïõò áðü �ïõò ðñþ�ïõò äéáäï÷éêïýò èå�éêïýò áêÝñáéïõò ðñÝðåé íá ÷ñç-

óéìïðïéÞóïõìå ãéá íá ðÜñïõìå Üèñïéóìá �ïí áñéèìü 45.

(ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.509

á) Áí á�â ∈ R− 0, íá áðïäåé÷èåß ü�é: (ÌïíÜäåò 15)

∣

∣

∣

∣

á

â

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

â

á

∣

∣

∣

∣

≥ 2

â) �ü�å éó÷ýåé ç éóü�ç�á ó�çí (1); Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 10)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.510 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç f, ìå:

f(x) =

{

2x− 5� x ≤ 3

x

2

� 3 < x ≤ 10

á) Íá ãñÜøå�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò f óå ìïñöÞ äéáó�Þìá�ïò. (ÌïíÜäåò 8)

â) Íá õðïëïãßóå�å �éò �éìÝò f(−1), f(3) êáé f(5). (ÌïíÜäåò 8)

ã) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç f(x) = 25. (ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.936 Äßíå�áé ç ðáñÜó�áóç:

Á = (

√

x− 4 +

√

x + 1)(

√

x− 4−
√

x + 1)

á) �éá ðïéåò �éìÝò �ïõ x ïñßæå�áé ç ðáñÜó�áóç Á; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.

(ÌïíÜäåò 12)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ðáñÜó�áóç Á åßíáé ó�áèåñÞ, äçëáäÞ áíåîÜñ�ç�ç �ïõ x.

(ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.938

á) Íá äåßîå�å ü�é: 3 <

3

√
30 < 4 (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá óõãêñßíå�å �ïõò áñéèìïýò 3 <

3

√
30 êáé 6− 3

√
30 (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.944 Äßíå�áé ç ðáñÜó�áóç: Á =

√

x− 4 +

√

6− x

á) �éá ðïéåò �éìÝò �ïõ x ïñßæå�áé ç ðáñÜó�áóç Á; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò

êáé íá ãñÜøå�å �ï óýíïëï �ùí äõíá�þí �éìþí �ïõ x óå ìïñöÞ äéáó�Þìá�ïò.

(ÌïíÜäåò 13)

â) �éá x = 5,íá áðïäåßîå�å ü�é: Á

2

+Á− 6 = 0 (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.947 Äßíå�áé ç ðáñÜó�áóç: Á =

√
x

2

+ 4−
√

x− 4

á) �éá ðïéåò �éìÝò �ïõ x ïñßæå�áé ç ðáñÜó�áóç Á; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò

êáé íá ãñÜøå�å �ï óýíïëï �ùí äõíá�þí �éìþí �ïõ x óå ìïñöÞ äéáó�Þìá�ïò.

(ÌïíÜäåò 12)

â) Áí x = 4, íá áðïäåßîå�å ü�é: Á

2 −Á = 2(10−
√
5) (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.950 Äßíå�áé ç ðáñÜó�áóç: Á =

√

1− x− 4

√
x

4

á) �éá ðïéåò �éìÝò �ïõ x ïñßæå�áé ç ðáñÜó�áóç Á; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò

êáé íá ãñÜøå�å �ï óýíïëï �ùí äõíá�þí �éìþí �ïõ x óå ìïñöÞ äéáó�Þìá�ïò.

(ÌïíÜäåò 13)

â) Áí x = −3, íá áðïäåßîå�å ü�é: Á

3

+A

2

+A + 1 = 0 (ÌïíÜäåò 12)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.952 Äßíå�áé ç ðáñÜó�áóç:

Â =

5

√

(x− 2)5

á) �éá ðïéåò �éìÝò �ïõ x ïñßæå�áé ç ðáñÜó�áóç Â; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò

êáé íá ãñÜøå�å �ï óýíïëï �ùí äõíá�þí �éìþí �ïõ x õðü ìïñöÞ äéáó�Þìá�ïò.

(ÌïíÜäåò 13)

â) �éá x = 4, íá áðïäåßîå�å ü�é: Â

2

+ 6Â = Â

4

(ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.955 Äßíïí�áé ïé áñéèìïß:

Á = (

√

2)

6

êáé Â = (

3

√

2)

6

á) Íá äåßîå�å ü�é: Á−Â = 4 (ÌïíÜäåò 13)

â) Íá äéá�Üîå�å áðü �ï ìéêñü�åñï ó�ï ìåãáëý�åñï �ïõò áñéèìïýò: (ÌïíÜäåò 12)

√

2� 1�

3

√

2�

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.991 Áí ï ðñáãìá�éêüò áñéèìüò x éêáíïðïéåß �ç ó÷Ýóç: |x + 1| < 2,

á) íá äåßîå�å ü�é x ∈ (−3;1) (ÌïíÜäåò 12)

â) íá äåßîå�å ü�é ç �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò:

K =

|x + 3| + |x− 1|
4

åßíáé áñéèìüò áíåîÜñ�ç�ïò �ïõ x. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.996 Äßíå�áé ç ðáñÜó�áóç: A = |x−1|+ |y−3|, ìå x�y ðñáãìá�éêïýò
áñéèìïýò, ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýåé: 1 < x < 4 êáé 2 < y < 3 . Íá áðïäåßîå�å ü�é:

á) A = x− y + 2 . (ÌïíÜäåò 12)

â) 0 < A < 4. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.999

á) Íá ðáñáãïí�ïðïéÞóå�å �ï �ñéþíõìï x

2 − 5x + 6. (ÌïíÜäåò 12)

â) Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

x− 2
x

2 − 5x + 6
i) Íá âñåß�å �ï ðåäßï ïñéóìïý Á �çò óõíÜñ�çóçò. (ÌïíÜäåò 5)

ii) Ná áðïäåßîå�å ü�é ãéá êÜèå x ∈ Á éó÷ýåé: (ÌïíÜäåò 8)

f(x) =

1

x− 3
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1003 ¸íá êïõ�ß ðåñéÝ÷åé Üóðñåò, ìáýñåò, êüêêéíåò êáé ðñÜóéíåò

ìðÜëåò. Ïé Üóðñåò åßíáé 5, ïé ìáýñåò åßíáé 9, åíþ ïé êüêêéíåò êáé ïé ðñÜóéíåò ìáæß åßíáé

16. ÅðéëÝãïõìå ìéá ìðÜëá ó�çí �ý÷ç. Äßíïí�áé �á ðáñáêÜ�ù åíäå÷üìåíá:

Á: ç ìðÜëá ðïõ åðéëÝãïõìå åßíáé ÁÓ�ÑÇ

K: ç ìðÜëá ðïõ åðéëÝãïõìå åßíáé KOKKINH

�: ç ìðÜëá ðïõ åðéëÝãïõìå åßíáé �ÑÁÓÉÍÇ

á) ×ñçóéìïðïéþí�áò �á Á, Ê êáé � íá ãñÜøå�å ó�ç ãëþóóá �ùí óõíüëùí �á åíäå÷üìåíá:

i) Ç ìðÜëá ðïõ åðéëÝãïõìå äåí åßíáé Üóðñç,

ii) Ç ìðÜëá ðïõ åðéëÝãïõìå åßíáé êüêêéíç Þ ðñÜóéíç. (ÌïíÜäåò 13)

â) Íá âñåß�å �çí ðéèáíü�ç�á ðñáãìá�ïðïßçóçò êáèåíüò áðü �á äýï åíäå÷üìåíá �ïõ

åñù�Þìá�ïò (á). (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1005 Äßíïí�áé ïé ðáñáó�Üóåéò

A =

1 + x

x− 1

êáé B =

2

x

2 − x

üðïõ ï x åßíáé ðñáãìá�éêüò áñéèìüò.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ãéá íá ïñßæïí�áé �áõ�ü÷ñïíá ïé ðáñáó�Üóåéò Á�Â ðñÝðåé: x 6= 1 êáé

x 6= 0 . (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ x ãéá �éò ïðïßåò éó÷ýåé A = B. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1007

á) Íá âñåß�å �éò ñßæåò �çò åîßóùóçò: −2x2 + 10x = 12. (ÌïíÜäåò 15)

â) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç: (ÌïíÜäåò 10)

−2x2 + 10x− 12

x− 2

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1009 Äßíå�áé ç ðáñÜó�áóç:

Á = |3x− 6| + 2

üðïõ ï x åßíáé ðñáãìá�éêüò áñéèìüò.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é

i) ãéá êÜèå x ≥ 2, A = 3x− 4

ii) ãéá êÜèå x < 2, A = 8− 3x. (ÌïíÜäåò 12)

â) Áí ãéá �ïí x éó÷ýåé ü�é x ≥ 2 íá áðïäåßîå�å ü�é: (ÌïíÜäåò 13)

9x

2 − 16

|3x− 6| + 2 = 3x + 4
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1015 Äßíå�áé ç áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò (á

í

) ìå üñïõò á

2

= 0, á

4

= 4.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ù = 2 êáé á

1

= −2, üðïõ ù åßíáé ç äéáöïñÜ �çò ðñïüäïõ êáé á

1

ï

ðñþ�ïò üñïò �çò. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é ï í-ïó�üò üñïò �çò ðñïüäïõ åßíáé ßóïò ìå á

í

= 2í−4� í ∈ N, êáé íá

âñåß�å ðïéïò üñïò �çò ðñïüäïõ åßíáé ßóïò ìå 98. (ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1024 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = áx + â

üðïõ á�â ðñáãìá�éêïß áñéèìïß.

á) Áí ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò f äéÝñ÷å�áé áðü �á óçìåßá Á(1�6)� Â(−1�4),
íá âñåß�å �éò �éìÝò �ùí á�â. (ÌïíÜäåò 13)

â) Áí á = 1 êáé â = 5, íá ðñïóäéïñßóå�å �á óçìåßá �ïìÞò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò �çò

óõíÜñ�çóçò f ìå �ïõò Üîïíåò x

′
x êáé y

′
y. (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1032

á) Íá âñåß�å �ïí ðñáãìá�éêü áñéèìü x þó�å ïé áñéèìïß:

x� 2x + 1� 5x + 4

ìå �ç óåéñÜ ðïõ äßíïí�áé, íá åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò

13)

â) Íá âñåß�å �ï ëüãï ë �çò ðáñáðÜíù ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ, ü�áí:

i) x = 1

ii) x = −1 (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1039

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç |x− 1| ≥ 5. (ÌïíÜäåò 8)

â) Íá âñåß�å �ïõò áñéèìïýò x ðïõ áðÝ÷ïõí áðü �ï 5 áðüó�áóç ìéêñü�åñç �ïõ 3.

(ÌïíÜäåò 9)

ã) Íá âñåß�å �éò êïéíÝò ëýóåéò �ùí (á) êáé (â). (ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1042 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç:

f(x) =

{

2x + 4� x < 0

x− 1� x ≥ 0

á) Íá äåßîå�å ü�é f(−1) = f(3) (ÌïíÜäåò 13)

â) Íá ðñïóäéïñßóå�å �éò �éìÝò �ïõ x ∈ R, þó�å: f(x) = 0 (ÌïíÜäåò 12)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1050

á) Íá âñåß�å �ïí ðñáãìá�éêü áñéèìü x þó�å ïé áñéèìïß :

x + 2� (x + 1)

2

� 3x + 2

ìå �ç óåéñÜ ðïõ äßíïí�áé íá åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò

13)

â) Íá âñåß�å �ç äéáöïñÜ ù �çò ðáñáðÜíù áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ, ü�áí

i) x = 1

ii) x = −1. (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1055 Äßíå�áé ç åîßóùóç:

(ë

2 − 1)x = (ë + 1)(ë + 2)

ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R
á) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç ãéá ë = 1 êáé ãéá ë = −1. (ÌïíÜäåò 12)

â) �éá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ç åîßóùóç Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ

óáò. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóçGI.A.ALG.2.1057 Óå Ýíá ãõìíáó�Þñéï ìå 10 óåéñÝò êáèéóìÜ�ùí, ç ðñþ�ç óåéñÜ

Ý÷åé 120 êáèßóìá�á êáé êÜèå óåéñÜ Ý÷åé 20 êáèßóìá�á ðåñéóóü�åñá áðü �çí ðñïçãïýìåíç

�çò.

á) Íá åêöñÜóå�å ìå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï �ï ðëÞèïò �ùí êáèéóìÜ�ùí �çò í-ïó�Þò

óåéñÜò. (ÌïíÜäåò 9)

â) �üóá êáèßóìá�á Ý÷åé ç �åëåõ�áßá óåéñÜ; (ÌïíÜäåò 8)

ã) �üóá êáèßóìá�á Ý÷åé �ï ãõìíáó�Þñéï; (ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1062

á) Íá âñåß�å ãéá ðïéåò ðñáãìá�éêÝò �éìÝò �ïõ y éó÷ýåé : |y− 3| < 1. (ÌïíÜäåò 12)

â) Áí x, y åßíáé �á ìÞêç �ùí ðëåõñþí åíüò ïñèïãùíßïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ, ìå 1 < x < 3

êáé 2 < y < 4, �ü�å íá âñåß�å �á üñéá ìå�áîý �ùí ïðïßùí ðåñéÝ÷å�áé ç �éìÞ �ïõ åìâáäïý

Å �ïõ ïñèïãùíßïõ. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1064 Äßíå�áé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò (á

í

) ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé ü�é:

á

1

= 19 êáé á

10

− á
6

= 24.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç äéáöïñÜ �çò ðñïüäïõ åßíáé ù = 6. (ÌïíÜäåò 9)

â) Íá âñåß�å �ïí á

20

. (ÌïíÜäåò 8)

ã) Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí 20 ðñþ�ùí üñùí �çò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 8)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1067 Äßíå�áé ç ðáñÜó�áóç:

K =

x

2 − 4x + 4
2x

2 − 3x− 2

á) Íá ðáñáãïí�ïðïéÞóå�å �ï �ñéþíõìï 2x

2 − 3x− 2. (ÌïíÜäåò 10)

â) �éá ðïéåò �éìÝò �ïõ x ∈ R ïñßæå�áé ç ðáñÜó�áóç K; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ

óáò. (MïíÜäåò 7)

ã) Íá áðëïðïéÞóå�å �çí ðáñÜó�áóç K. (ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1070 Äßíïí�áé ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß á�â�ã�ä ìå â 6= 0 êáé ä 6= ã

þó�å íá éó÷ýïõí:

á + â

â

= 4 êáé

ã

ä− ã =

1

4

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é á = 3â êáé ä = 5ã (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò: (ÌïíÜäåò 15)

� =

áã + âã

âä− âã

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1074

á) Íá âñåß�å ãéá ðïéåò ðñáãìá�éêÝò �éìÝò �ïõ y éó÷ýåé : (ÌïíÜäåò 12)

|y− 3| < 1

â) Áí x, y åßíáé �á ìÞêç �ùí ðëåõñþí åíüò ïñèïãùíßïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ, ìå

1 < x < 3 êáé 2 < y < 4

�ü�å íá áðïäåßîå�å ü�é:

6 < � < 14

üðïõ � åßíáé ç ðåñßìå�ñïò �ïõ ïñèïãùíßïõ. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1077

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç: |x− 5| < 4. (ÌïíÜäåò 10)

â) Áí êÜðïéïò áñéèìüò á åðáëçèåýåé �çí ðáñáðÜíù áíßóùóç, íá áðïäåßîå�å ü�é:

1

9

<

1

á

< 1

(ÌïíÜäåò 15)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1080 ¸ó�ù x, y ðñáãìá�éêïß áñéèìïß þó�å íá éó÷ýåé:

4x + 5y

x− 4y = −2

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é: y = 2x. (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá õðïëïãßóå�å �çí �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò; (ÌïíÜäåò 13)

A =

2x

2

+ 3y

2

+ xy

xy

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1082 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç:

f(x) =

x + 2

x

2 − x− 6

á) Íá âñåß�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò f. (ÌïíÜäåò 15)

â) Íá äåßîå�å ü�é: f(2) + f(4) = 0. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1086 Ïé áñéèìïß Á = 1, Â = x + 4, � = x + 8 åßíáé, ìå �ç óåéñÜ ðïõ

äßíïí�áé, äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ (á

í

).

á) Íá âñåß�å �ç �éìÞ �ïõ x. (ÌïíÜäåò 10)

â) Áí x = 1 êáé ï áñéèìüò Á åßíáé ï ðñþ�ïò üñïò �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ (á

í

),

i) íá õðïëïãßóå�å �ç äéáöïñÜ ù. (ÌïíÜäåò 7)

ii) íá õðïëïãßóå�å �ïí åéêïó�ü üñï �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1088

á) Áí ïé áñéèìïß 4�x�x�2 åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ, íá ðñïóäéïñßóå�å

�ïí áñéèìü x. (ÌïíÜäåò 9)

â) Áí ïé áñéèìïß 4�x�x�2 åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ, íá ðñïóäéïñßóå�å

�ïí áñéèìü x. (ÌïíÜäåò 9)

ã) Íá âñåèåß ï áñéèìüò x þó�å ïé áñéèìïß 4�x�x�2 íá åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò

êáé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1089 �éá êÜèå ðñáãìá�éêü áñéèìü x ìå �çí éäéü�ç�á 5 < x < 10,

á) íá ãñÜøå�å �éò ðáñáó�Üóåéò x− 5 êáé x− 10 ÷ùñßò áðüëõ�åò �éìÝò. (ÌïíÜäåò 10)

â) íá õðïëïãßóå�å �çí �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò: (ÌïíÜäåò 15)

A =

|x− 5|
x− 5 +

|x− 10|
x− 10
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1090 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç f, ìå �ýðï

f(x) =

1

x

2 − 1

á) Íá âñåß�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò. (ÌïíÜäåò 13)

â) Íá âñåß�å �éò äõíá�Ýò �éìÝò �ïõ ðñáãìá�éêïý áñéèìïý á, þó�å �ï óçìåßï

M(á�

1

8

)

íá áíÞêåé ó�ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò f. (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1091 Äßíå�áé ç ðáñÜó�áóç:

A = |x− 1| − |x− 2|

á) �éá 1 < x < 2, íá äåßîå�å ü�é: Á = 2x− 3 (MïíÜäåò 13)

â) �éá x < 1, íá äåßîå�å ü�é ç ðáñÜó�áóç A Ý÷åé ó�áèåñÞ �éìÞ (áíåîÜñ�ç�ç �ïõ x), �çí

ïðïßá êáé íá ðñïóäéïñßóå�å. (MïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1092 Áðü �ï ïñèïãþíéï ÁÂÆÇ áöáéñÝèçêå �ï �å�ñÜãùíï �ÄÅÇ

ðëåõñÜò y.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ðåñßìå�ñïò �ïõ ãñáììïóêéáóìÝíïõ ó÷Þìá�ïò ÅÆÂÁ�Ä ðïõ áðÝ-

ìåéíå äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç: � = 2x + 4y.

(ÌïíÜäåò 10)

Ó÷Þìá 2.

â) Áí éó÷ýåé 5 < x < 8 êáé 1 < y < 2, íá âñåß�å ìå�áîý ðïéþí áñéèìþí âñßóêå�áé ç �éìÞ �çò

ðåñéìÝ�ñïõ �ïõ ðáñáðÜíù ãñáììïóêéáóìÝíïõ ó÷Þìá�ïò. (ÌïíÜäåò 15)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1093 Äßíïí�áé ïé áñéèìïß:

A =

1

5 +

√
5

� B =

1

5−
√
5

á) Íá äåßîå�å ü�é:

i) Á + Â =

1

2

(ÌïíÜäåò 8)

ii) A−B =

1

20

(ÌïíÜäåò 8)

â) Íá êá�áóêåõÜóå�å ìéá åîßóùóç 2

ïõ

âáèìïý ìå ñßæåò �ïõò áñéèìïýò Á êáé Â.

(ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1096 Ç áðüó�áóç y (óå ÷éëéüìå�ñá) åíüò áõ�ïêéíÞ�ïõ áðü ìéá

ðüëç Á, ìå�Ü áðü x ëåð�Ü, äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç:

y = 35 + 0�8x

á) �ïéá èá åßíáé ç áðüó�áóç �ïõ áõ�ïêéíÞ�ïõ áðü �çí ðüëç Á ìå�Ü áðü 25 ëåð�Ü;

(ÌïíÜäåò 12)

â) �üóá ëåð�Ü èá Ý÷åé êéíçèåß �ï áõ�ïêßíç�ï, ü�áí èá áðÝ÷åé 75 ÷éëéüìå�ñá áðü �çí ðüëç

Á; (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1097 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï 2x

2

+ ëx− 5, üðïõ ë ∈ R.
á) Áí ìéá ñßæá �ïõ �ñéùíýìïõ åßíáé ï áñéèìüò x

0

= 1, íá ðñïóäéïñßóå�å �çí �éìÞ �ïõ ë.

(ÌïíÜäåò 12)

â) �éá ë = 3, íá ðáñáãïí�ïðïéÞóå�å �ï �ñéþíõìï. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1100 Äßíå�áé ç åîßóùóç: 2x

2 − 5âx + 2â

2

= 0 (1), ìå ðáñÜìå�ñï

â > 0.

á) Íá äåßîå�å ü�é ç åîßóùóç (1) Ý÷åé ñßæåò �éò: x

1

= 2â êáé x

2

=

â

2

(ÌïíÜäåò 12)

â) Áí x

1

�x

2

åßíáé ïé ñßæåò �çò (1), íá åîå�Üóå�å áí ïé áñéèìïß x

1

, â, x

2

, ìå �ç óåéñÜ

ðïõ äßíïí�áé, åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ êáé íá áé�éïëïãÞóå�å �ï

óõëëïãéóìü óáò. (ÌïíÜäåò 13 )

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1101 Äßíå�áé ç åîßóùóç: x

2 − 2âx + (â2 − 4) = 0� (1) ìå ðáñÜìå�ñï

â ∈ R.
á) Íá äåßîå�å ü�é ç åîßóùóç (1) Ý÷åé ñßæåò �éò: x

1

= â− 2 êáé x

2

= â + 2 (ÌïíÜäåò 12)

â) Áí x

1

, x

2

åßíáé ïé ñßæåò �çò (1), íá åîå�Üóå�å áí ïé áñéèìïß x

1

, â, x

2

, ìå �ç óåéñÜ

ðïõ äßíïí�áé, åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ êáé íá áé�éïëïãÞóå�å �ï

óõëëïãéóìü óáò. (ÌïíÜäåò 13)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1102 Äßíïí�áé äýï åíäå÷üìåíá A , B åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù êáé

ïé ðéèáíü�ç�åò:

P(A) =

3

4

� P(A−B) =

5

8

êáé P(B) =

1

4

á) Íá õðïëïãßóå�å �çí P(A ∩B) (ÌïíÜäåò 9)

â)

i) Íá ðáñáó�Þóå�å ìå äéÜãñáììá Venn êáé íá ãñÜøå�å ó�ç ãëþóóá �ùí óõíüëùí

�ï åíäå÷üìåíï: «Á Þ Â» . (ÌïíÜäåò 7)

ii) Íá õðïëïãßóå�å �çí ðéèáíü�ç�á ðñáãìá�ïðïßçóçò �ïõ ðáñáðÜíù åíäå÷ïìÝíïõ.

(ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1273 Äßíïí�áé äýï �ìÞìá�á ìå ìÞêç x êáé y, ãéá �á ïðïßá éó÷ýïõí:

|x− 3| ≤ 2 êáé |y− 6| ≤ 4

á) Íá äåßîå�å ü�é: 1 ≤ x ≤ 5 êáé 2 ≤ y ≤ 10. (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá âñåèåß ç ìéêñü�åñç êáé ç ìåãáëý�åñç �éìÞ ðïõ ìðïñåß íá ðÜñåé ç ðåñßìå�ñïò åíüò

ïñèïãùíßïõ ìå äéáó�Üóåéò 2x êáé y (MïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1275 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï 2x

2

+ 5x− 1.

á) Íá äåßîå�å ü�é �ï �ñéþíõìï Ý÷åé äýï Üíéóåò ðñáãìá�éêÝò ñßæåò, x

1

êáé x

2

. (MïíÜäåò 6)

â) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �ùí ðáñáó�Üóåùí: (MïíÜäåò 9)

x

1

+ x

2

� x

1

· x
2

êáé

1

x

1

+

1

x

2

ã) Íá ðñïóäéïñßóå�å ìéá åîßóùóç 2

ïõ

âáèìïý ðïõ Ý÷åé ñßæåò �ïõò áñéèìïýò

1

x

1

êáé

1

x

2

(ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1276 Äßíå�áé ç ðáñÜó�áóç:

K =

√
x

2

+ 4x + 4

x + 2

−
√

x

2 − 6x + 9

x− 3

á) Íá âñåèïýí ïé �éìÝò ðïõ ðñÝðåé íá ðÜñåé �ï x, þó�å ç ðáñÜó�áóç Ê íá Ý÷åé íüçìá

ðñáãìá�éêïý áñéèìïý. (ÌïíÜäåò 12)

â) Áí −2 < x < 3, íá áðïäåßîå�å ü�é ðáñÜó�áóç Ê ó�áèåñÞ, äçëáäÞ áíåîÜñ�ç�ç �ïõ x.

(MïíÜäåò 13)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1277 Äßíïí�áé ïé áíéóþóåéò: −x2 +5x−6 < 0 (1) êáé x

2 −16 ≤ 0 (2):

á) Íá âñåèïýí ïé ëýóåéò �ùí áíéóþóåùí (1), (2). (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá ðáñáó�áèïýí ïé ëýóåéò �ùí áíéóþóåùí (1) êáé (2) ðÜíù ó�ïí Üîïíá �ùí ðñá-

ãìá�éêþí áñéèìþí êáé íá âñåèïýí ïé êïéíÝò ëýóåéò �ùí ðáñáðÜíù áíéóþóåùí.

(ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1278 Äßíå�áé ðñáãìá�éêüò áñéèìüò x, ãéá �ïí ïðïßï éó÷ýåé: d(x� −
2) < 1. Íá äåßîå�å ü�é:

á) −3 < x < −1. (MïíÜäåò 10)

â) x

2

+ 4x + 3 < 0. (MïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1281 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï −x2 + (
√
3− 1)x +

√
3.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç äéáêñßíïõóá �ïõ �ñéùíýìïõ åßíáé: (ÌïíÜäåò 12)

Ä =

(

√

3 + 1

)

2

â) Íá ðáñáãïí�ïðïéÞóå�å �ï �ñéþíõìï (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1282

á) Íá ðáñáãïí�ïðïéÞóå�å �ï �ñéþíõìï 3x

2 − 2x− 1 (ÌïíÜäåò 8)

â) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ x ãéá �éò ïðïßåò Ý÷åé íüçìá ç ðáñÜó�áóç:

A(x) =

x− 1

3x

2 − 2x− 1

êáé ó�ç óõíÝ÷åéá íá �çí áðëïðïéÞóå�å. (ÌïíÜäåò 9)

ã) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç: |A(x)| = 1 (ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1283

á) Íá ðáñáãïí�ïðïéÞóå�å �ï �ñéþíõìï x

2

+ 2x− 3 (ÌïíÜäåò 8)

â) Íá âñåß�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò:

f(x) =

x

2

+ 2x− 3

x− 1

êáé ó�ç óõíÝ÷åéá íá áðëïðïéÞóå�å �ïí �ýðï �çò. (ÌïíÜäåò 9)

ã) Íá ðáñáó�Þóå�å ãñáöéêÜ �çí ðáñáðÜíù óõíÜñ�çóç. (ÌïíÜäåò 8)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1287 Äßíå�áé ï ðßíáêáò:

0

1 2

3

1 11 12

13

2 21 22

23

3 31 32 33

ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá Ýíáí áðü �ïõò åííÝá äéøÞöéïõò áñéèìïýò �ïõ ðáñáðÜíù ðßíáêá. Íá

âñåß�å �çí ðéèáíü�ç�á ðñáãìá�ïðïßçóçò �ùí ðáñáêÜ�ù åíäå÷ïìÝíùí:

Á: ï äéøÞöéïò íá åßíáé Üñ�éïò (ÌïíÜäåò 7)

Â: ï äéøÞöéïò íá åßíáé Üñ�éïò êáé ðïëëáðëÜóéï �ïõ 3 (ÌïíÜäåò 9)

�: ï äéøÞöéïò íá åßíáé Üñ�éïò Þ ðïëëáðëÜóéï �ïõ 3 (ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1288

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç: (MïíÜäåò 12)

x

2 − 10x + 21 < 0

â) Äßíå�áé ç ðáñÜó�áóç:

Á = |x− 3| + |x2 − 10x + 21|

i) �éá 3 < x < 7, íá äåßîå�å ü�é: (ÌïíÜäåò 8)

Á = −x2 + 11x− 24

ii) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ x ∈ (3�7), ãéá �éò ïðïßåò éó÷ýåé Á = 6. (ÌïíÜäåò 5)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1293 Ç èåñìïêñáóßá Ô óå âáèìïýò Êåëóßïõ (

o

C), óå âÜèïò x

÷éëéïìÝ�ñùí êÜ�ù áðü �çí åðéöÜíåéá �çò �çò, äßíå�áé êá�Ü ðñïóÝããéóç áðü �ç ó÷Ýóç:

T = 15 + 25− x� ü�áí 0 ≤ x ≤ 200

á) Íá âñåß�å �ç èåñìïêñáóßá åíüò óçìåßïõ ðïõ âñßóêå�áé 30 ÷éëéüìå�ñá êÜ�ù áðü �çí

åðéöÜíåéá �çò �çò. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 7)

â) Íá âñåß�å �ï âÜèïò ó�ï ïðïßï ç èåñìïêñáóßá åßíáé ßóç ìå 290

o

C. Íá áé�éïëïãÞóå�å

�çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 10)

ã) Óå ðïéï âÜèïò ìðïñåß íá âñßóêå�áé Ýíá óçìåßï, ó�ï ïðïßï ç èåñìïêñáóßá åßíáé ìåãá-

ëý�åñç áðü 440

o

C;

Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 8)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1297

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç:

3x

2 − 4x + 1 ≤ 0

(ÌïíÜäåò 12)

â) Áí á, â äõï áñéèìïß ðïõ åßíáé ëýóåéò �çò ðáñáðÜíù áíßóùóçò, íá áðïäåßîå�å ü�é ï

áñéèìüò

3á + 6â

9

åßíáé åðßóçò ëýóç �çò áíßóùóçò. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1298 ¸ó�ù á, â ðñáãìá�éêïß áñéèìïß ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýïõí:

á + â = 2 êáé á

2

â + áâ

2

= −30

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é: á− â = −15. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá êá�áóêåõÜóå�å åîßóùóç äåõ�Ýñïõ âáèìïý ìå ñßæåò �ïõò áñéèìïýò á, â êáé íá �ïõò

âñåß�å. (ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1300 Äßíïí�áé ïé áñéèìç�éêÝò ðáñáó�Üóåéò:

Á =

(

√

2

)

6

� Â =

(

3

√

3

)

6

� � =

(

6

√

6

)

6

á) Íá äåßîå�å ü�é: A + B + � = 23. (ÌïíÜäåò 13)

â) Íá óõãêñßíå�å �ïõò áñéèìïýò:

3

√

3 êáé

6

√

6

Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1301 Äßíå�áé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò (á

í

) ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé: á

4

−
á

2

= 10

á) Íá äåßîå�å ü�é ç äéáöïñÜ �çò ðñïüäïõ åßíáé ù = 5. (ÌïíÜäåò 12)

â) Áí �ï Üèñïéóìá �ùí �ñéþí ðñþ�ùí üñùí �çò ðñïüäïõ åßíáé 33, íá âñåß�å �ïí ðñþ�ï

üñï �çò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1302 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç f, ìå

f(x) =

{

8− x áí x < 0

2x + 5 áí x ≥ 0

á) Íá äåßîå�å ü�é f(−5) = f(4). (ÌïíÜäåò 13)

â) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ x ∈ R, þó�å f(x) = 9. (ÌïíÜäåò 12)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1305

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç |x + 4| ≥ 3 (ÌïíÜäåò 12)

â) Áí á ≥ −1, íá ãñÜøå�å �çí ðáñÜó�áóç Á = ||á + 4| − 3| ÷ùñßò áðüëõ�åò �éìÝò. Íá

áé�éïëïãÞóå�å �ï óõëëïãéóìü óáò. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1506 Äßíå�áé �ï óýíïëï Ù = {1�2�3�4�5�6} êáé �á õðïóýíïëÜ �ïõ

Á = {1�2�4�5} êáé Â = {2�4�6}.
á) Ná ðáñáó�Þóå�å ó�ï ßäéï äéÜãñáììá Venn, ìå âáóéêü óýíïëï �ï Ù, �á óýíïëá Á êáé

Â. Êá�üðéí, íá ðñïóäéïñßóå�å �á óýíïëá Á ∪Â� Á ∩Â� Á′
êáé Â

′
. (ÌïíÜäåò 13)

â) ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá Ýíá ó�ïé÷åßï �ïõ Ù. Íá âñåß�å �éò ðéèáíü�ç�åò �ùí åíäå÷ïìÝíùí:

(i) Íá ìçí ðñáãìá�ïðïéçèåß �ï åíäå÷üìåíï Á. (ÌïíÜäåò 4)

(ii) Íá ðñáãìá�ïðïéçèïýí óõã÷ñüíùò �á åíäå÷üìåíá Á êáé Â. (ÌïíÜäåò 4)

(iii) Íá ðñáãìá�ïðïéçèåß Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí áðü �á åíäå÷üìåíá Á, Â. (ÌïíÜäåò 4)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1509 Äßíå�áé ç åîßóùóç x

2−(ë−1)x+6 = 0� (1) ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R.
á) Áí ç ðáñáðÜíù åîßóùóç Ý÷åé ëýóç �ï 1,íá âñåß�å �ï ë. (ÌïíÜäåò 13)

â) �éá ë = 2 íá ëýóå�å �çí åîßóùóç (1) (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1512

á) Íá ëõèåß ç åîßóùóç: x

2

�x�2 = 0 (ÌïíÜäåò 8)

â) Íá ëõèåß ç áíßóùóç: x

2

�x�2 > 0 êáé íá ðáñáó�Þóå�å �ï óýíïëï ëýóåþí �çò ó�ïí

Üîïíá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. (ÌïíÜäåò 12)

ã) Íá �ïðïèå�Þóå�å �ï −4

3

ó�ïí Üîïíá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. Åßíáé �ï −4

3

ëýóç �çò

áíßóùóçò �ïõ åñù�Þìá�ïò (â); Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 5)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1513 Äßíå�áé ç áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò (á

í

) ìå á

1

= 1 êáé á

3

= 9.

á) Íá âñåß�å �ç äéáöïñÜ ù �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá âñåß�å �ï ìéêñü�åñï èå�éêü áêÝñáéï í, þó�å íá éó÷ýåé á

í

> 30. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1520 Áðü �ïõò óðïõäáó�Ýò åíüò Ùäåßïõ, �ï 50% ìáèáßíåé ðéÜíï,

�ï 40% ìáèáßíåé êéèÜñá, åíþ �ï 10% �ùí óðïõäáó�þí ìáèáßíåé êáé �á äýï áõ�Ü üñãáíá.

ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá Ýíá óðïõäáó�Þ �ïõ Ùäåßïõ. Ïñßæïõìå �á åíäå÷üìåíá:

Á: ï óðïõäáó�Þò áõ�üò ìáèáßíåé ðéÜíï

Â: ï óðïõäáó�Þò áõ�üò ìáèáßíåé êéèÜñá Íá âñåß�å �çí ðéèáíü�ç�á ðñáãìá�ïðïßçóçò

�ïõ åíäå÷ïìÝíïõ:

á) Ï óðïõäáó�Þò áõ�üò íá ìáèáßíåé Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí áðü �á äýï ðáñáðÜíù üñãáíá.

(ÌïíÜäåò 12)
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â) Ï óðïõäáó�Þò áõ�üò íá ìçí ìáèáßíåé êáíÝíá áðü �á äýï ðáñáðÜíù üñãáíá.

(ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1529 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = áx + â ìå á�â ∈ R

ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé: f(0) = 5 êáé f(1) = 3.

á) Íá äåßîå�å ü�é á = −2 êáé â = 5. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá âñåß�å �á óçìåßá ó�á ïðïßá ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f �Ýìíåé �ïõò Üîïíåò x

′
x êáé

y

′
y. (MïíÜäåò 7)

ã) Íá ó÷åäéÜóå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f. (MïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1532 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

x

3 − 16x
x− 4

á) Íá âñåß�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò f êáé íá áðïäåßîå�å ü�é, ãéá �á x ðïõ

áíÞêïõí ó�ï ðåäßï ïñéóìïý �çò, éó÷ýåé f(x) = x

2

+ 4x. (ÌïíÜäåò 15)

â) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ x ãéá �éò ïðïßåò éó÷ýåé f(x) = 32. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1533 Èåùñïýìå �çí åîßóùóç x

2

+ 2x + ë − 2 = 0, ìå ðáñÜìå�ñï

ë ∈ R.
á) Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ç åîßóùóç Ý÷åé ðñáãìá�éêÝò ñßæåò. (ÌïíÜäåò 10)

â) Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ç åîßóùóç Ý÷åé äõï ñßæåò x

1

�x

2

íá ðñïóäéïñßóå�å �ï ë þó�å íá

éó÷ýåé: (ÌïíÜäåò 15)

x

1

x

2

− 2(x
1

+ x

2

) = 1

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1537 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = x +

1

x

� x 6= 0

á) Íá õðïëïãßóå�å �çí �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò: (ÌïíÜäåò 10)

Á = f

(
1

2

)

+ f(1)− f(2)

â) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç (ÌïíÜäåò 15)

f(x) =

5

2

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280



284 "ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1541 Ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï Ý÷åé ìÞêïò x åêá�ïó�Ü êáé

ðëÜ�ïò y åêá�ïó�Ü, áí�ßó�ïé÷á. Áí ãéá �á ìÞêç x êáé y éó÷ýåé: 4 ≤ x ≤ 7 êáé 2 ≤ y ≤ 3 �ü�å:

á) Íá âñåß�å �á üñéá ìå�áîý �ùí ïðïßùí ðåñéÝ÷å�áé ç �éìÞ �çò ðåñéìÝ�ñïõ �ïõ ïñèïãù-

íßïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ.

(ÌïíÜäåò 10)

â) Áí �ï x ìåéùèåß êá�Ü 1 êáé �ï y �ñéðëáóéáó�åß, íá âñåß�å �á üñéá ìå�áîý �ùí ïðïßùí

ðåñéÝ÷å�áé ç �éìÞ �çò ðåñéìÝ�ñïõ �ïõ íÝïõ ïñèïãùíßïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ.

(ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1542

á) Íá ðáñáãïí�ïðïéÞóå�å �çí ðáñÜó�áóç: (ÌïíÜäåò 13)

Á = x

3 − x

2

+ 3x− 3

â) Íá äåßîå�å ü�é ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí óõíáñ�Þóåùí

f(x) =

3

x

êáé g(x) = x

2 − x + 3

Ý÷ïõí Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï, �ï Á(1�3). (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1544

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é

x

2

+ 4x + 5 > 0

ãéá êÜèå ðñáãìá�éêü áñéèìü x. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá ãñÜøå�å ÷ùñßò áðüëõ�åò �éìÝò �çí ðáñÜó�áóç: (ÌïíÜäåò 15)

B =

∣

∣

x

2

+ 4x + 5

∣

∣−
∣

∣

x

2

+ 4x + 4

∣

∣

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.1553 Äßíïí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò

f(x) = x

3

êáé g(x) = x� x ∈ R

á) Íá äåßîå�å ü�é ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí óõíáñ�Þóåùí f, g �Ýìíïí�áé óå �ñßá óçìåßá

�á ïðïßá êáé íá âñåß�å. (ÌïíÜäåò 13)

â) Áí Á�Ï�Â åßíáé �á óçìåßá �ïìÞò �ùí ðáñáðÜíù ãñáöéêþí ðáñáó�Üóåùí, üðïõ Ï(0�0),

íá áðïäåßî�å ü�é Á�Â åßíáé óõììå�ñéêÜ ùò ðñïò �ï Ï. (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.2212 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç f, ìå

f(x) =

2x

2 − 6|x|
2|x| − 6
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á) Íá ðñïóäéïñßóå�å �ï ðåäßï ïñéóìïý A �çò óõíÜñ�çóçò f. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é f(x) = |x|, ãéá êÜèå x ∈ A (ÌïíÜäåò 10)

ã) Íá ÷áñÜîå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò f ãéá x > 0. (ÌïíÜäåò 5)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.2702 Äßíïí�áé ïé ðáñáó�Üóåéò:

Á = |2x− 4| êáé Â = |x− 3|

üðïõ ï x åßíáé ðñáãìá�éêüò áñéèìüò.

á) �éá êÜèå 2 ≤ x < 3 íá áðïäåßîå�å ü�é Á + Â = x− 1. (ÌïíÜäåò 16)

â) ÕðÜñ÷åé x ∈ [2�3) þó�å íá éó÷ýåé Á + Â = 2; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.

(ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3378 Ó�ï ðáñáêÜ�ù óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí äßíå�áé ç ãñáöéêÞ

ðáñÜó�áóç ìéáò óõíÜñ�çóçò f.

á) Ná ðñïóäéïñßóå�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò. (ÌïíÜäåò 6)

â) Íá óõìðëçñþóå�å �ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêá �éìþí: (ÌïíÜäåò 6)

x -2 -1 1 2

y

-1

-3

ã) Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò ìå �ïõò Üîïíåò. (ÌïíÜäåò 6)

ä) Íá ðñïóäéïñßóå�å �á äéáó�Þìá�á �ïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ó�á ïðïßá ç óõíÜñ�çóç ðáßñíåé

áñíç�éêÝò �éìÝò. (ÌïíÜäåò 7)

Ó÷Þìá 3.
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3379

Ó÷Þìá 4.

Ó�ï ðáñáðÜíù óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí äßíå�áé ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç ìéáò óõíÜñ�ç-

óçò f.

á) Ná ðñïóäéïñßóå�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò. (ÌïíÜäåò 6)

â) Íá óõìðëçñþóå�å �ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêá �éìþí: (ÌïíÜäåò 6)

x

-3

-1

0 3

y

-2 -4

ã) Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò ìå �ïõò Üîïíåò. (ÌïíÜäåò 6)

ä) Íá ðñïóäéïñßóå�å �ï äéÜó�çìá �ïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ó�ï ïðïßï ç óõíÜñ�çóç ðáßñíåé

èå�éêÝò �éìÝò. (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3380 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï:

f(x) = 3x

2

+ 9x− 12� x ∈ R

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç f(x) ≤ 0 êáé íá ðáñáó�Þóå�å �ï óýíïëï �ùí ëýóåþí �çò ó�ïí

Üîïíá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. (ÌïíÜäåò 13)

â) Íá åëÝãîå�å áí ï áñéèìüò

3

√
2 åßíáé ëýóç �çò áíßóùóçò �ïõ åñù�Þìá�ïò (á). Íá

áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3381 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç g, ìå

g(x) =

2x

2 − 4x + ì

x + 1

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò



"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ" 287

Áí ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò g äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï Á(1�− 4),

á) íá äåßîå�å ü�é ì = −6. (ÌïíÜäåò 9)

â) íá âñåß�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò. (ÌïíÜäåò 9)

ã) ãéá ì = −6 íá áðëïðïéÞóå�å �ïí �ýðï �çò óõíÜñ�çóçò. (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3382 Äßíå�áé ç ðáñÜó�áóç:

A =

√
3√

5−
√
3

+

√
5√

5 +

√
3

á) Íá äåßîå�å ü�é: Á = 4. (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç:

|x + Á| = 1

(ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3383 Ôï 70% �ùí êá�ïßêùí ìéáò ðüëçò Ý÷åé áõ�ïêßíç�ï, �ï 40%

Ý÷åé ìç÷áíÜêé êáé �ï 20% Ý÷åé êáé áõ�ïêßíç�ï êáé ìç÷áíÜêé. ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá Ýíáí

êÜ�ïéêï áõ�Þò �çò ðüëçò. Ïñßæïõìå �á åíäå÷üìåíá:

Á: ï êÜ�ïéêïò íá Ý÷åé áõ�ïêßíç�ï

Ì: ï êÜ�ïéêïò íá Ý÷åé ìç÷áíÜêé.

á) íá åêöñÜóå�å ëåê�éêÜ �á åíäå÷üìåíá: (ÌïíÜäåò 9)

i) Á ∪Ì ii) Ì−Á iii) Ì

′

â) Íá âñåß�å �çí ðéèáíü�ç�á ï êÜ�ïéêïò ðïõ åðéëÝ÷èçêå :

i) Íá ìçí Ý÷åé ìç÷áíÜêé. (ÌïíÜäåò 7)

ii) Íá ìçí Ý÷åé ïý�å ìç÷áíÜêé ïý�å áõ�ïêßíç�ï. (ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3384 Áðü �ïõò 180 ìáèç�Ýò åíüò ëõêåßïõ, 20 ìáèç�Ýò óõììå�Ý-

÷ïõí ó�ç èåá�ñéêÞ ïìÜäá, 30 ìáèç�Ýò óõììå�Ý÷ïõí ó�çí ïìÜäá ó�ßâïõ, åíþ 10 ìáèç�Ýò

óõììå�Ý÷ïõí êáé ó�éò äýï ïìÜäåò. ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá Ýíáí ìáèç�Þ �ïõ ëõêåßïõ. Ïñßæïõìå

�á åíäå÷üìåíá:

Á: ï ìáèç�Þò óõììå�Ý÷åé ó�ç èåá�ñéêÞ ïìÜäá

Â: ï ìáèç�Þò óõììå�Ý÷åé ó�çí ïìÜäá ó�ßâïõ

á) íá åêöñÜóå�å ëåê�éêÜ �á åíäå÷üìåíá: (ÌïíÜäåò 9)

i) Á ∪Â ii) Â−Á iii) Á

′

â) Íá âñåß�å �çí ðéèáíü�ç�á ï ìáèç�Þò ðïõ åðéëÝ÷èçêå:

i) Ná ìç óõììå�Ý÷åé óå êáìßá ïìÜäá. (ÌïíÜäåò 9)

ii) Ná óõììå�Ý÷åé ìüíï ó�çí ïìÜäá ó�ßâïõ. (ÌïíÜäåò 7)

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280



288 "ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3828 Ïé áñéèìïß ê − 2, 2ê êáé 7ê + 4, ê ∈ R åßíáé, ìå �ç óåéñÜ ðïõ

äßíïí�áé, äéáäï÷éêïß üñïé ìéáò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ (á

í

).

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ê = 4 êáé íá âñåß�å �ï ëüãï ë �çò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 12)

â)

i) Íá åêöñÜóå�å �ï 2

ï

üñï, �ïí 5

ï

êáé �ïí 4

ï

üñï �çò ðáñáðÜíù ãåùìå�ñéêÞò

ðñïüäïõ ùò óõíÜñ�çóç �ïõ á

1

. (ÌïíÜäåò 6)

ii) Íá áðïäåßîå�å ü�é (ÌïíÜäåò 7)

á

2

+ á

5

= 4(á

1

+ á

4

)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3839 Äßíå�áé ç åîßóùóç: ëx

2− (ë−1)x−1 = 0, ìå ðáñÜìå�ñï ë 6= 0.

á) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ ë ãéá �çí ïðïßá ç åîßóùóç Ý÷åé ñßæá �ïí áñéèìü −2.
(ÌïíÜäåò 12)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç Ý÷åé ðñáãìá�éêÝò ñßæåò ãéá êÜèå ë 6= 0. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3847 Äßíå�áé ç åîßóùóç

(ë + 2)x

2

+ 2ëx + ë− 1 = 0

ìå ðáñÜìå�ñï ë 6= −2. Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ ë ãéá �éò ïðïßåò:

á) ç åîßóùóç Ý÷åé äõï ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò. (ÌïíÜäåò 13)

â) �ï Üèñïéóìá �ùí ñéæþí �çò åîßóùóçò åßíáé ßóï ìå 2. (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3852 �éá �ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò á�â éó÷ýïõí: 2 ≤ á ≤ 4 êáé

−4 ≤ â ≤ −3 Íá âñåß�å �á üñéá ìå�áîý �ùí ïðïßùí ðåñéÝ÷å�áé ç �éìÞ êáèåìéÜò áðü �éò

ðáñáó�Üóåéò:

á) á− 2â (ÌïíÜäåò 12)

â) á

2 − 2áâ (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3857 ¸ó�ù á�â ðñáãìá�éêïß áñéèìïß ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýïõí:

á · â = 4 êáé á

2

â + áâ

2

= 20

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é: á + â = 5. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá êá�áóêåõÜóå�å åîßóùóç 2

ïõ

âáèìïý ìå ñßæåò �ïõò áñéèìïýò á, â, êáé íá �ïõò

âñåß�å. (ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3863 ¸ó�ù á�â ðñáãìá�éêïß áñéèìïß ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýïõí:

á + â = −1 êáé á

3

â + 2á

2

â

2

+ áâ

3

= −12
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á) Íá áðïäåßîå�å ü�é: á− â = −12. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá êá�áóêåõÜóå�å åîßóùóç 2

ïõ

âáèìïý ìå ñßæåò �ïõò áñéèìïýò á, â êáé íá �ïõò âñåß�å.

(ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3870 Äßíïí�áé ïé ðáñáó�Üóåéò:

Ê = 2á

2

+ â

2

+ 9 êáé Ë = 2á(3− â)� üðïõ á�â ∈ R

á) Íá äåßîå�å ü�é: (ÌïíÜäåò 3)

Ê−Ë = (á

2

+ 2áâ + â

2

) + (á

2 − 6á + 9)

â) Íá äåßîå�å ü�é: Ê ≥ Ë, ãéá êÜèå �éìÞ �ùí á�â. (ÌïíÜäåò 10)

ã) �éá ðïéåò �éìÝò �ùí á�â éó÷ýåé ç éóü�ç�á Ê = Ë; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.

(ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3874 Äßíïí�áé ïé ìç ìçäåíéêïß ðñáãìá�éêïß áñéèìïß á, â, ìå á 6= â

ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýåé:

á

2

+ 1

â

2

+ 1

=

á

â

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ïé áñéèìïß á êáé â åßíáé áí�ßó�ñïöïé. (ÌïíÜäåò 13)

â) Íá õðïëïãßóå�å �çí �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò: (ÌïíÜäåò 12)

Ê =

á

22 · (â3)8
á

−2 · (áâ)25

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3878 ¸íá Ëýêåéï Ý÷åé 400 ìáèç�Ýò áðü �ïõò ïðïßïõò ïé 200 åßíáé

ìáèç�Ýò �çò Á

′
�Üîçò. Áí åðéëÝîïõìå �õ÷áßá Ýíá ìáèç�Þ, ç ðéèáíü�ç�á íá åßíáé ìáèç�Þò

�çò �

′
�Üîçò åßíáé 20%. Íá âñåß�å:

á) Ôï ðëÞèïò �ùí ìáèç�þí �çò �

′
�Üîçò (ÌïíÜäåò 10)

â) Ôï ðëÞèïò �ùí ìáèç�þí �çò Â

′
�Üîçò. (ÌïíÜäåò 5)

ã) Ôçí ðéèáíü�ç�á ï ìáèç�Þò ðïõ åðéëÝîáìå íá åßíáé �çò Â

′
�Üîçò. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.3884 �éá �ïí ðñáãìá�éêü áñéèìü x éó÷ýåé: d(2x�3) = 3�2x

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é x ≤ 3

2

(ÌïíÜäåò 12)

â) Áí x ≤ 3

2

íá áðïäåßîå�å ü�é ç ðáñÜó�áóç:

K = |2x− 3| − 2|3− x|

åßíáé áíåîÜñ�ç�ç �ïõ x. (ÌïíÜäåò 13)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4288

á) Íá âñåß�å, ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ x, ïé áñéèìïß x + 4, 2− x, 6− x ìå �ç óåéñÜ ðïõ äßíïí�áé

åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 13)

â) Áí x = 5 êáé ï 6 − x åßíáé ï �Ý�áñ�ïò üñïò �çò ðáñáðÜíù ãåùìå�ñéêÞ ðñïüäïõ, íá

âñåß�å

i) �ï ëüãï ë �çò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 6)

ii) �ïí ðñþ�ï üñï á

1

�çò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 6)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4290 Äßíå�áé ðñáãìá�éêüò áñéèìüò x ãéá �ïí ïðïßï éó÷ýåé: |x−2| < 3

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é: −1 < x < 5 (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá áðëïðïéÞóå�å �çí ðáñÜó�áóç: (ÌïíÜäåò 13)

K =

|x + 1| + |x− 5|
3

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4295 Äßíïí�áé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß y, ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýåé:

|y− 2| < 1

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é: y ∈ (1�3) (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá áðëïðïéÞóå�å �çí ðáñÜó�áóç: (ÌïíÜäåò 13)

K =

|y− 1| + |y− 3|
2

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4299 Áí ãéá �ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò x êáé y éó÷ýïõí:

3 ≤ x ≤ 5 êáé − 2 ≤ y ≤ −1

íá âñåß�å �á üñéá ìå�áîý �ùí ïðïßùí âñßóêïí�áé ïé �éìÝò �ùí ðáñáó�Üóåùí:

á) y− x (MïíÜäåò 12)

â) x

2

+ y

2

(MïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4300 Óå ìßá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï (á

í

) éó÷ýïõí:

á

1

= 2 êáé á

25

= á

12

+ 39

á) Íá äåßîå�å ü�é ç äéáöïñÜ �çò ðñïüäïõ åßíáé ù = 3. (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá âñåß�å ðïéüò üñïò �çò ðñïüäïõ åßíáé ßóïò ìå 152. (ÌïíÜäåò 13)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4301 Äßíå�áé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò (á

í

) ìå äéáöïñÜ ù.

á) Íá äåßîå�å ü�é: (ÌïíÜäåò 13)

á

15

− á

9

á

10

− á

7

= 2

â) Áí á

15

− á

9

= 18, íá âñåß�å �ç äéáöïñÜ ù �çò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4302 Äßíå�áé ç åîßóùóç: (á + 3)x = á

2 − 9, ìå ðáñÜìå�ñï á ∈ R.

á) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç ó�éò ðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò:

i) ü�áí á = 1 (ÌïíÜäåò 5)

ii) ü�áí á = −3 (ÌïíÜäåò 8)

â) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ á, ãéá �éò ïðïßåò ç åîßóùóç Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç êáé íá ðñïóäé-

ïñßóå�å �ç ëýóç áõ�Þ. (ÌïíÜäåò

12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4303 Óå áñéèìç�éêÞ ðñüïäï (á

í

) éó÷ýïõí: á

4

−á

9

= 15 êáé á

1

= 41.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç äéáöïñÜ ù �çò ðñïüäïõ åßíáé ßóç ìå −3. (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá âñåß�å �ï èå�éêü áêÝñáéï í, þó�å á

í

= í. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóçGI.A.ALG.2.4304 Óå áñéèìç�éêÞ ðñüïäï (á

í

) ìå äéáöïñÜ ù = 4, éó÷ýåé: á

6

+á

11

=

40.

á) Íá âñåß�å �ïí ðñþ�ï üñï á

1

�çò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 12)

â) �üóïõò ðñþ�ïõò üñïõò �çò ðñïüäïõ ðñÝðåé íá ðñïóèÝóïõìå þó�å �ï ÜèñïéóìÜ

�ïõò íá åßíáé ßóï ìå �ï ìçäÝí; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4305

á) Íá ëýóå�å �éò áíéóþóåéò êáé íá ðáñáó�Þóå�å �éò ëýóåéò �ïõò ó�ïí Üîïíá �ùí ðñáãìá-

�éêþí áñéèìþí:

i) |2x− 3| ≤ 5 (ÌïíÜäåò 9)

ii) |2x− 3| ≥ 1 (ÌïíÜäåò 9)

â) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ x ãéá �éò ïðïßåò óõíáëçèåýïõí ïé ðáñáðÜíù áíéóþóåéò.

(ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4306

á) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç: 2x

2 − x− 6 = 0 (1) (ÌïíÜäåò 9)

â) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç: |x− 1| < 2 (2) (ÌïíÜäåò 9)

ã) Íá åîå�Üóå�å áí õðÜñ÷ïõí �éìÝò �ïõ x ðïõ éêáíïðïéïýí �áõ�ü÷ñïíá �éò ó÷Ýóåéò (1)

êáé (2). (ÌïíÜäåò 7)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4308

á) Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ x ç ðáñÜó�áóç

� =

2x

2 − 1

x

2 − x

+

1

1− x

Ý÷åé íüçìá ðñáãìá�éêïý áñéèìïý. (ÌïíÜäåò 10)

â) �éá �éò �éìÝò �ïõ x ðïõ âñÞêá�å ó�ï á) åñþ�çìá, íá ëýóå�å �çí åîßóùóç:

2x

2 − 1

x

2 − x

+

1

1− x

= 0

(ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4309 Äßíå�áé ïñèïãþíéï ìå ðåñßìå�ñï � = 20m êáé åìâáäü E =

24m

2

.

á) Íá êá�áóêåõÜóå�å ìßá åîßóùóç 2

ïõ

âáèìïý ðïõ Ý÷åé ùò ñßæåò �á ìÞêç �ùí ðëåõñþí

áõ�ïý �ïõ ïñèïãùíßïõ. (ÌïíÜäåò 15)

â) Íá âñåß�å �á ìÞêç �ùí ðëåõñþí �ïõ ïñèïãùíßïõ. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4310 Äßíïí�áé äýï ðñáãìá�éêïß áñéèìïß á,â, �Ý�ïéïé þó�å:

á + â = 12 êáé á

2

+ â

2

= 272

á) Ìå �ç âïÞèåéá �çò �áõ�ü�ç�áò (á + â)

2

= á

2

+ 2áâ + â

2

, íá äåßîå�å ü�é:

á− â = −64

(ÌïíÜäåò 8)

â) Íá êá�áóêåõÜóå�å ìéá åîßóùóç 2

ïõ

âáèìïý ðïõ Ý÷åé ñßæåò �ïõò áñéèìïýò á,â.

(ÌïíÜäåò 10)

ã) Íá ðñïóäéïñßóå�å �ïõò áñéèìïýò á,â. (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4311 Äßíïí�áé ïé ðáñáó�Üóåéò:

A =

√

(x− 2)

2

êáé B =

3

√

(2− x)

3

üðïõ x ðñáãìá�éêüò áñéèìüò

á) �éá ðïéåò �éìÝò �ïõ x ïñßæå�áé ç ðáñÜó�áóç A; (ÌïíÜäåò 7)

â) �éá ðïéåò �éìÝò �ïõ x ïñßæå�áé ç ðáñÜó�áóç B; (ÌïíÜäåò 8)

ã) Ná äåßîå�å ü�é, ãéá êÜèå x ≤ 2, éó÷ýåé A = B. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4312 Ïé áñéèìïß x+6, 5x+2, 11x−6 åßíáé, ìå �ç óåéñÜ ðïõ äßíïí�áé,
äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ ìå ðñþ�ï üñï á

1

êáé äéáöïñÜ ù.

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò



"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ" 293

á) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ x êáé íá áðïäåßîå�å ü�é ù = 4. (ÌïíÜäåò 12)

â) Áí ï ðñþ�ïò üñïò �çò ðñïüäïõ åßíáé á

1

= 0, íá õðïëïãßóå�å �ï Üèñïéóìá S

8

�ùí 8

ðñþ�ùí üñùí. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4313 Äßíïí�áé ïé áñéèìïß:

A =

1

3−
√
7

� B =

1

3 +

√
7

á) Íá äåßîå�å ü�é:

A + B = 3 êáé A ·B =

1

2

(ÌïíÜäåò 12)

â) Íá êá�áóêåõÜóå�å ìéá åîßóùóç 2

ïõ

âáèìïý ðïõ Ý÷åé ñßæåò �ïõò áñéèìïýò Á, Â

(ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4314 Áí åßíáé Á =

3

√
5� Â =

√
3� � =

6

√
5, �ü�å:

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é Á ·Â · � =
√
15 (ÌïíÜäåò 15)

â) Íá óõãêñßíå�å �ïõò áñéèìïýò Á,Â. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4315 Äßíå�áé ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò (á

í

), ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé

á

5

á

2

= 27

á) Íá äåßîå�å ü�é ï ëüãïò �çò ðñïüäïõ åßíáé ë = 3. (ÌïíÜäåò 10)

â) Áí �ï Üèñïéóìá �ùí �åóóÜñùí ðñþ�ùí üñùí �çò ðñïüäïõ åßíáé 200, íá âñåß�å �ïí

ðñþ�ï üñï á

1

. (ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4316 Áí åßíáé Á = 2−
√
3, Â = 2 +

√
3, �ü�å:

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é A ·B = 1. (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá õðïëïãßóå�å �çí �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò � = Á

2

+Â

2

. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4317 Äßíå�áé ç åîßóùóç (ë + 2)x

2

+ 2ëx + ë − 1 = 0, ìå ðáñÜìå�ñï

ë 6= −2.
á) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ ë ãéá �éò ïðïßåò ç åîßóùóç Ý÷åé äõï ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé

Üíéóåò. (ÌïíÜäåò 12)

â) Áí x

1

, x

2

åßíáé ïé ñßæåò �çò ðáñáðÜíù åîßóùóçò íá âñåß�å �ï ë þó�å x

1

· x
2

= −3
(ÌïíÜäåò 13)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4318 Áí ãéá �ïí ðñáãìá�éêü áñéèìü x éó÷ýåé |2x− 1| < 1, �ü�å:

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é 0 < x < 1 (ÌïíÜäåò 15)

â) Íá äéá�Üîå�å áðü �ï ìéêñü�åñï ðñïò �ï ìåãáëý�åñï �ïõò áñéèìïýò: 1� x� x

2

. Íá

áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.4319 Óå áñéèìç�éêÞ ðñüïäï (á

í

) åßíáé á

1

= 2 êáé á

5

= 14.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ù = 3. (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá âñåß�å ðüóïõò áñ÷éêïýò (ðñþ�ïõò) üñïõò ðñÝðåé íá ðñïóèÝóïõìå, þó�å �ï

ÜèñïéóìÜ �ïõò íá åßíáé ßóï ìå 77. (ÌïíÜäåò 13)

(Äßíå�áé:

√
1849 = 43).

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.7518 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï:

x

2 − êx− 2� ìå ê ∈ R

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é Ä ≥ 0 ãéá êÜèå ê ∈ R , üðïõ Ä ç äéáêñßíïõóá �ïõ �ñéùíýìïõ.

(ÌïíÜäåò 13)

â) Áí x

1

, x

2

åßíáé ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò x

2 − 3x− 2 = 0 (1), (ÌïíÜäåò 12)

i) Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá S = x

1

+ x

2

êáé �ï ãéíüìåíï P = x

1

− x

2

�ùí ñéæþí �çò (1).

ii) Íá êá�áóêåõÜóå�å åîßóùóç 2

ïõ

âáèìïý ðïõ íá Ý÷åé ñßæåò ñ

1

, ñ

2

, üðïõ

ñ

1

= 2x

1

êáé ñ

2

= 2x

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.7519 Äßíïí�áé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß á, â, ìå á > 0 êáé â > 0. Íá

áðïäåßîå�å ü�é:

á) (ÌïíÜäåò 12)

á +

4

á

≥ 4

â) (ÌïíÜäåò 13)

(

á +

4

á

)(

â +

4

â

)

≥ 16

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.7520 Äßíïí�áé ïé ðáñáó�Üóåéò: Ê = 2á

2

+ â

2

êáé Ë = 2áâ, üðïõ

á�â ∈ R

á) Íá äåßîå�å ü�é: Ê ≥ Ë, ãéá êÜèå �éìÞ �ùí á, â. (ÌïíÜäåò 12)

ã) �éá ðïéåò �éìÝò �ùí á,â éó÷ýåé ç éóü�ç�á Ê = Ë; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.

(ÌïíÜäåò 13)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.7521

á) Íá ëýóå�å �éò ðáñáêÜ�ù áíéóþóåéò êáé íá ðáñáó�Þóå�å �éò ëýóåéò �ïõò ó�ïí Üîïíá

�ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí:

i) |1− 2x| < 5 êáé (ÌïíÜäåò 9)

ii) |1− 2x| ≥ 1 (ÌïíÜäåò 9)

â) Íá âñåß�å �éò áêÝñáéåò �éìÝò �ïõ x ãéá �éò ïðïßåò óõíáëçèåýïõí ïé ðáñáðÜíù áíéóþ-

óåéò.

(ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.8173 Ó�ïí ðßíáêá �çò �Üîçò óáò åßíáé ãñáììÝíåò ïé ðáñáêÜ�ù

ðëçñïöïñßåò (ðñïóåããßóåéò):

√

2 ≈ 1�41

√

3 ≈ 1�73

√

5 ≈ 2�24

√

7 ≈ 2�64

á) Íá åðéëÝîå�å Ýíáí �ñüðï, þó�å íá áîéïðïéÞóå�å �á ðáñáðÜíù äåäïìÝíá (üðïéá

èåùñåß�å êá�Üëëçëá) êáé íá õðïëïãßóå�å ìå ðñïóÝããéóç åêá�ïó�ïý �ïõò áñéèìïýò√
20,

√
45 êáé

√
80 (ÌïíÜäåò 12)

â) Áí äåí õðÞñ÷áí ó�ïí ðßíáêá ïé ðñïóåããéó�éêÝò �éìÝò �ùí ñéæþí ðþò èá ìðïñïýóá�å

íá õðïëïãßóå�å �çí �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò; (ÌïíÜäåò 13)

3 ·
√
20 +

√
80√

45−
√
5

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.1868 Óå Ýíá �ìÞìá �çò Á

′
Ëõêåßïõ êÜðïéïé ìáèç�Ýò ðáñáêïëïõ-

èïýí ìáèÞìá�á Áããëéêþí êáé êÜðïéïé �áëëéêþí. Ç ðéèáíü�ç�á Ýíáò ìáèç�Þò íá ìçí

ðáñáêïëïõèåß �áëëéêÜ åßíáé 0�8. Ç ðéèáíü�ç�á Ýíáò ìáèç�Þò íá ðáñáêïëïõèåß ÁããëéêÜ

åßíáé �å�ñáðëÜóéá áðü �çí ðéèáíü�ç�á íá ðáñáêïëïõèåß �áëëéêÜ. ÔÝëïò, ç ðéèáíü�ç�á

Ýíáò ìáèç�Þò íá ðáñáêïëïõèåß ìáèÞìá�á �ïõëÜ÷éó�ïí ìéáò áðü �éò äýï ãëþóóåò åßíáé

0�9.

á) ÅðéëÝãïõìå Ýíá ìáèç�Þ ó�çí �ý÷ç.

i) �ïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á áõ�üò íá ðáñáêïëïõèåß ìáèÞìá�á êáé �ùí äýï ãëùóóþí;

(ÌïíÜäåò 9)

ii) �ïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á áõ�üò íá ðáñáêïëïõèåß ìáèÞìá�á ìüíï ìéáò áðü �éò äýï

ãëþóóåò; (ÌïíÜäåò 9)

â) Áí 14 ìáèç�Ýò ðáñáêïëïõèïýí ìüíï ÁããëéêÜ, ðüóïé åßíáé ïé ìáèç�Ýò �ïõ �ìÞìá�ïò;

(ÌïíÜäåò 7)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.1874 Äßíå�áé ç åîßóùóç: x

2−2(ë−1)x+ë+5 = 0 (1), ìå ðáñÜìå�ñï

ë ∈ R.
á) Íá äåßîå�å ü�é ç äéáêñßíïõóá �çò åîßóùóçò (1) åßíáé: (ÌïíÜäåò 7)

Ä = 4ë

2 − 12ë− 16

â) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ ë ∈ R, þó�å ç åîßóùóç íá Ý÷åé äýï ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò.
(ÌïíÜäåò 10)

ã) Áí ç åîßóùóç (1) Ý÷åé ñßæåò �ïõò áñéèìïýò x

1

, x

2

êáé d(x

1

�x

2

) åßíáé ç áðüó�áóç �ùí x

1

,

x

2

ó�ïí Üîïíá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí, íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë éó÷ýåé:

d(x

1

�x

2

) =

√

24

(ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.1880 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç f , ìå

f(x) =

x + 2

√

9− x2

á) Íá âñåß�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò f. (MïíÜäåò 10)

â) Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò �çò óõíÜñ�çóçò f ìå �ïõò

Üîïíåò. (MïíÜäåò 7)

ã) Áí Á êáé Â åßíáé �á óçìåßá �ïìÞò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò �çò óõíÜñ�çóçò f ìå �ïõò

Üîïíåò x

′
x êáé y

′
y áí�ßó�ïé÷á, íá âñåß�å �çí åîßóùóç �çò åõèåßáò ðïõ ïñßæå�áé áðü �á

Á êáé Â. (MïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.1890 Äßíå�áé ç åîßóùóç

(ë + 2)x

2

+ (2ë + 3)x + ë− 2 = 0 (1)

ìå ðáñÜìå�ñï ë 6= −2.
á) Íá äåßîå�å ü�é ç äéáêñßíïõóá �çò åîßóùóçò (1) åßíáé: (ÌïíÜäåò 6)

Ä = 12ë + 25

â) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ ë 6= −2, þó�å ç åîßóùóç (1) íá Ý÷åé äýï ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé

Üíéóåò. (ÌïíÜäåò 7)

ã) Íá åêöñÜóå�å ùò óõíÜñ�çóç �ïõ ë �ï Üèñïéóìá �ùí ñéæþí S = x

1

+x

2

êáé �ï ãéíüìåíï

�ùí ñéæþí P = x

1

− x
2

. (ÌïíÜäåò 4)

ä) Íá åîå�Üóå�å áí õðÜñ÷åé �éìÞ �ïõ ë þó�å ãéá �éò ñßæåò x

1

, x

2

�çò åîßóùóçò (1) íá éó÷ýåé

ç ó÷Ýóç : (ÌïíÜäåò 8)

(x

1

+ x

2

− 1)2 + (x
1

· x
2

+ 3)

2

= 0
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.1936 Ç åîÝ�áóç óå Ýíá äéáãùíéóìü �ùí Ìáèçìá�éêþí ðåñéëÜìâá-

íå äýï èÝìá�á �á ïðïßá Ýðñåðå íá áðáí�Þóïõí ïé åîå�áæüìåíïé. �éá íá âáèìïëïãçèïýí

ìå Üñéó�á Ýðñåðå íá áðáí�Þóïõí êáé ó�á äýï èÝìá�á, åíþ ãéá íá ðåñÜóïõí �çí åîÝ�áóç

Ýðñåðå íá áðáí�Þóïõí óå Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí áðü �á äýï èÝìá�á.

Ó�ï äéáãùíéóìü åîå�Üóèçêáí 100 ìáèç�Ýò. Ó�ï ðñþ�ï èÝìá áðÜí�çóáí óùó�Ü 60

ìáèç�Ýò. Ó�ï äåý�åñï èÝìá áðÜí�çóáí óùó�Ü 50 ìáèç�Ýò, åíþ êáé ó�á äýï èÝìá�á

áðÜí�çóáí óùó�Ü 30 ìáèç�Ýò.

ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá Ýíá ìáèç�Þ.

á) Íá ðáñáó�Þóå�å ìå äéÜãñáììá Venn êáé ìå ÷ñÞóç �çò ãëþóóáò �ùí óõíüëùí (ïñß-

æïí�áò �á êá�Üëëçëá åíäå÷üìåíá) �á ðáñáðÜíù äåäïìÝíá.

(ÌïíÜäåò 13)

â) Íá õðïëïãßóå�å �çí ðéèáíü�ç�á ï ìáèç�Þò:

i) Íá áðÜí�çóå óùó�Ü ìüíï ó�ï äåý�åñï èÝìá.

ii) Íá âáèìïëïãçèåß ìå Üñéó�á.

iii) Íá ìçí áðÜí�çóå óùó�Ü óå êáíÝíá èÝìá.

iv) Íá ðÝñáóå �çí åîÝ�áóç.

(ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.1955 ÔÝóóåñéò áèëç�Ýò, ï Áñãýñçò, ï Âáóßëçò, ï �éþñãïò êáé ï

ÄçìÞ�ñçò �åñìÜ�éóáí óå Ýíáí áãþíá äñüìïõ ìå áí�ßó�ïé÷ïõò ÷ñüíïõò (óå ëåð�Ü) t

A

, t

B

,

t

�

êáé t

Ä

, ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò:

t

A

< t

B

t

�

=

t

A

+ 2t

B

3

êáé

|t
A

− t
Ä

| = |t
B

− t
Ä

|

á)

i) Íá äåßîå�å ü�é: (ÌïíÜäåò 5)

t

Ä

=

t

A

+ t

B

2

ii) Íá âñåß�å �ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá �åñìÜ�éóáí ïé áèëç�Ýò. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí

áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 10)

â) Äßíå�áé åðéðëÝïí ü�é éó÷ýåé:

t

A

+ t

B

= 6 êáé t

A

· t
B

= 8

i) Íá ãñÜøå�å ìßá åîßóùóç 2

ïõ

âáèìïý ðïõ Ý÷åé ñßæåò �ïõò áñéèìïýò t

A

êáé t

B

(ÌïíÜäåò 5)

ii) Íá âñåß�å �ïõò ÷ñüíïõò �åñìá�éóìïý �ùí �åóóÜñùí áèëç�þí. (ÌïíÜäåò 5)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.1963 Äßíïí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò: f(x) = x

2

êáé g(x) = ëx+ (1− ë), x ∈ R
êáé ë ðáñÜìå�ñïò ìå ë 6= 0.

á) Íá äåßîå�å ü�é ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò C

f

êáé C

g

Ý÷ïõí ãéá êÜèå �éìÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ

ë Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí êïéíü óçìåßï. (ÌïíÜäåò 8)

â) �éá ðïéá �éìÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ ë ïé C

f

êáé C

g

Ý÷ïõí Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï; �ïéï åßíáé

�ï óçìåßï áõ�ü; (ÌïíÜäåò 8)

ã) Áí ë 6= 2 êáé x

1

, x

2

åßíáé ïé �å�ìçìÝíåò �ùí êïéíþí óçìåßùí �ùí C

f

êáé C

g

, íá âñåèåß

ç ðáñÜìå�ñïò ë þó�å íá éó÷ýåé: (ÌïíÜäåò 9)

(x

1

+ x

2

)

2

= |x
1

+ x

2

| + 2

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2046 ¸íáò áèëç�Þò êïëõìðÜåé ýð�éï êáé êáßåé 9 èåñìßäåò �ï ëåð�ü,

åíþ ü�áí êïëõìðÜåé ðå�áëïýäá êáßåé 12 èåñìßäåò �ï ëåð�ü. Ï áèëç�Þò èÝëåé, êïëõìðþ-

í�áò, íá êÜøåé 360 èåñìßäåò.

á) Áí ï áèëç�Þò èÝëåé íá êïëõìðÞóåé ýð�éï 32 ëåð�Ü, ðüóá ëåð�Ü ðñÝðåé íá êïëõìðÞóåé

ðå�áëïýäá ãéá íá êÜøåé óõíïëéêÜ 360 èåñìßäåò. (ÌïíÜäåò 5)

â) Ï áèëç�Þò áðïöáóßæåé ðüóï ÷ñüíï èá êïëõìðÞóåé ýð�éï êáé ó�ç óõíÝ÷åéá õðïëïãßæåé

ðüóï ÷ñüíï ðñÝðåé íá êïëõìðÞóåé ðå�áëïýäá ãéá íá êÜøåé 360 èåñìßäåò.

i) Áí x åßíáé ï ÷ñüíïò (óå ëåð�Ü) ðïõ ï áèëç�Þò êïëõìðÜåé ýð�éï, íá áðïäåßîå�å

ü�é ï �ýðïò �çò óõíÜñ�çóçò ðïõ åêöñÜæåé �ï ÷ñüíï ðïõ ðñÝðåé íá êïëõìðÞóåé

ðå�áëïýäá ãéá íá êÜøåé 360 èåñìßäåò åßíáé:

f(x) = 30− 3

4

x

(ÌïíÜäåò 7)

ii) Íá âñåß�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò �ïõ åñù�Þìá�ïò â(i),ó�ï ðëáßóéï �ïõ

óõãêåêñéìÝíïõ ðñïâëÞìá�ïò. (ÌïíÜäåò 4)

ã) Íá ÷áñÜîå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò �ïõ åñù�Þìá�ïò (â), íá âñåß�å

�á óçìåßá �ïìÞò �çò ìå �ïõò Üîïíåò êáé íá åñìçíåýóå�å �ç óçìáóßá �ïõò ó�ï ðëáßóéï

�ïõ ðñïâëÞìá�ïò. (ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2047 ¸íáò ìåëéóóïêüìïò Ý÷åé �ïðïèå�Þóåé 20 êõøÝëåò óå ìéá

åõèåßá ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �çí áðïèÞêç �ïõ Á. Ç ðñþ�ç êõøÝëç áðÝ÷åé 1 ìÝ�ñï

áðü �çí áðïèÞêç Á, ç äåý�åñç 4 ìÝ�ñá áðü �ï Á, ç �ñß�ç 7 ìÝ�ñá áðü �ï Á êáé ãåíéêÜ

êÜèå åðüìåíç êõøÝëç áðÝ÷åé áðü �çí áðïèÞêç Á, 3 åðéðëÝïí ìÝ�ñá, óå ó÷Ýóç ìå �çí

ðñïçãïýìåíç êõøÝëç.

á) Íá äåßîå�å ü�é ïé áðïó�Üóåéò �ùí êõøåëþí áðü �çí áðïèÞêç Á áðï�åëïýí äéáäï÷éêïýò

üñïõò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ êáé íá âñåß�å �ï üñï áõ�Þò �çò ðñïüäïõ. Ôé åêöñÜæåé ï

ðñþ�ïò üñïò �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ êáé �é ç äéáöïñÜ �çò; (ÌïíÜäåò 6)

â) Óå ðüóç áðüó�áóç áðü �çí áðïèÞêç Á åßíáé ç 20

ç

êõøÝëç; (ÌïíÜäåò 6)
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ã) Ï ìåëéóóïêüìïò îåêéíþí�áò áðü �çí áðïèÞêç Á óõëëÝãåé �ï ìÝëé, áðü ìßá êõøÝëç

êÜèå öïñÜ, êáé �ï ìå�áöÝñåé ðÜëé ðßóù ó�çí áðïèÞêç Á.

i) �ïéá åßíáé áðüó�áóç ðïõ èá äéáíýóåé ï ìåëéóóïêüìïò ãéá íá óõëëÝîåé �ï ìÝëé áðü

�çí 3ç êõøÝëç; (ÌïíÜäåò 6)

ii) �ïéá åßíáé ç óõíïëéêÞ áðüó�áóç ðïõ èá äéáíýóåé ï ìåëéóóïêüìïò ãéá íá óõëëÝîåé

�ï ìÝëé êáé áðü �éò 20 êõøÝëåò; (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2052 Äõï ößëïé áðïöÜóéóáí íá êÜíïõí �ï ÷üìðé �ïõò äïõëåéÜ.

Ôïõò Üñåóå íá æùãñáößæïõí ìðëïõæÜêéá êáé Ýó�çóáí ìéá ìéêñÞ åðé÷åßñçóç ãéá íá �á

ðïõëÞóïõí ìÝóù äéáäéê�ýïõ. Ôá Ýîïäá êá�áóêåõÞò (óå åõñþ) ãéá x ìðëïõæÜêéá äßíïí�áé

áðü �ç óõíÜñ�çóç

Ê(x) = 12�5x + 120

êáé �á Ýóïäá áðü �çí ðþëçóÞ �ïõò (óå åõñþ), óå äéÜó�çìá åíüò ìçíüò, áðü �ç óõíÜ-

ñ�çóç

E(x) = 15�5x

á) �ïéá åßíáé �á ðÜãéá Ýîïäá �çò åðé÷åßñçóçò; (ÌïíÜäåò 6)

â) Ôé åêöñÜæåé ï áñéèìüò 12�5 êáé �é ï áñéèìüò 15�5 ó�ï ðëáßóéï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò;

(ÌïíÜäåò 4)

â) Íá âñåß�å ðüóá ìðëïõæÜêéá ðñÝðåé íá ðïõëÞóïõí þó�å íá Ý÷ïõí Ýóïäá üóá êáé

Ýîïäá (äçëáäÞ íá ìçí «ìðáßíåé ìÝóá» ç åðé÷åßñçóç) (ÌïíÜäåò 6)

ã) Áí ðïõëÞóïõí 60 ìðëïõæÜêéá èá Ý÷ïõí êÝñäïò; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.

(ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2055 Äßíå�áé ç åîßóùóç: (ë

2 − ë)x2 − (ë2 − 1)x + ë − 1 = 0� (1) ìå

ðáñÜìå�ñï ë ∈ R
á) Íá âñåèïýí ïé �éìÝò �ïõ ë ∈ R, ãéá �éò ïðïßåò ç (1) åßíáé åîßóùóç 2

ïõ

âáèìïý.

(ÌïíÜäåò 6)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é ãéá �éò �éìÝò �ïõ ë ∈ R ðïõ âñÞêá�å ó�ï (á) åñþ�çìá ç (1) ðáßñíåé

�ç ìïñöÞ : ëx

2

�(ë + 1)x + 1 = 0 (ÌïíÜäåò 6)

ã) Íá áðïäåßîå�å ü�é ãéá �éò �éìÝò �ïõ ë ∈ R ðïõ âñÞêá�å ó�ï (á) åñþ�çìá ç (1) Ý÷åé äõï

ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò. (ÌïíÜäåò 7)

ä) Íá ðñïóäéïñßóå�å �éò ñßæåò �çò (1), áí áõ�Þ åßíáé 2

ïõ

âáèìïý. (ÌïíÜäåò 6)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2064 Óå ìéá ïìÜäá ðïõ áðï�åëåß�áé áðü 7 Üíäñåò êáé 13 ãõíáßêåò,

4 áðü �ïõò Üíäñåò êáé 2 áðü �éò ãõíáßêåò ðáßæïõí óêÜêé. ÅðéëÝãïõìå �õ÷áßá Ýíá áðü �á

Ü�ïìá áõ�Ü.

á) Íá ðáñáó�Þóå�å ìå äéÜãñáììá Venn êáé ìå ÷ñÞóç �çò ãëþóóáò �ùí óõíüëùí �ï

åíäå÷üìåíï �ï Ü�ïìï ðïõ åðéëÝ÷èçêå:

i) íá åßíáé Üíäñáò Þ íá ðáßæåé óêÜêé. (ÌïíÜäåò 6)

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280



300 "ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

ii) íá ìçí åßíáé Üíäñáò êáé íá ðáßæåé óêÜêé. (ÌïíÜäåò 6)

â) Íá õðïëïãßóå�å �çí ðéèáíü�ç�á �ï Ü�ïìï ðïõ åðéëÝ÷èçêå íá åßíáé ãõíáßêá êáé íá

ðáßæåé óêÜêé. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2073 Ïé äñÜó�åò ìéáò êëïðÞò äéÝöõãáí ì� Ýíá áõ�ïêßíç�ï êáé ìå�Ü

áðü �çí êá�Üèåóç äéáöüñùí ìáñ�ýñùí Ýãéíå ãíùó�ü ü�é ï �å�ñáøÞöéïò áñéèìüò �çò

ðéíáêßäáò �ïõ áõ�ïêéíÞ�ïõ åß÷å ðñþ�ï êáé �Ý�áñ�ï øçößï �ï 2. Ôï äåý�åñï øçößï Þ�áí 6

Þ 8 Þ 9 êáé �ï �ñß�ï øçößï �ïõ Þ�áí 4 Þ 7.

á) Ìå ÷ñÞóç äåíäñïäéáãñÜììá�ïò, íá ðñïóäéïñßóå�å �ï óýíïëï �ùí äõíá�þí áñéèìþí

�çò ðéíáêßäáò �ïõ áõ�ïêéíÞ�ïõ. (ÌïíÜäåò 13)

â) Íá õðïëïãßóå�å �éò ðéèáíü�ç�åò �ùí ðáñáêÜ�ù åíäå÷ïìÝíùí

Á: Ôï �ñß�ï øçößï �ïõ áñéèìïý �çò ðéíáêßäáò åßíáé �ï 7.

Â: Ôï äåý�åñï øçößï �ïõ áñéèìïý �çò ðéíáêßäáò åßíáé 6 Þ 8.

�: Ôï äåý�åñï øçößï �ïõ áñéèìïý �çò ðéíáêßäáò äåí åßíáé ïý�å 8 ïý�å 9.

(ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2080 Áðü ìéá Ýñåõíá ìå�áîý ìáèç�þí åíüò Ëõêåßïõ �çò ÷þñáò,

ðñïÝêõøå ü�é �ï 80% �ùí ìáèç�þí ðßíåé ãÜëá Þ �ñþåé äõï öÝ�åò øùìß ìå âïý�õñï êáé

ìÝëé ó�ï óðß�é �ï ðñùß. ÅðéëÝãïõìå Ýíá ìáèç�Þ ó�çí �ý÷ç êáé ïñßæïõìå �á åíäå÷üìåíá:

Á: ï ìáèç�Þò ðßíåé ãÜëá

Â: ï ìáèç�Þò �ñþåé äõï öÝ�åò øùìß ìå âïý�õñï êáé ìÝëé Áí áðü �ï óýíïëï �ùí ìáèç�þí

�ï 60% ðßíåé ãÜëá êáé �ï 45% �ñþåé äõï öÝ�åò øùìß ìå âïý�õñï êáé ìÝëé,

á) Íá ïñßóå�å ìå ÷ñÞóç �çò ãëþóóáò �ùí óõíüëùí �á åíäå÷üìåíá:

i) ï ìáèç�Þò ïý�å íá ðßíåé ãÜëá ïý�å íá �ñþåé äõï öÝ�åò øùìß ìå âïý�õñï êáé ìÝëé

ii) ï ìáèç�Þò íá ðßíåé ãÜëá êáé íá �ñþåé äõï öÝ�åò øùìß ìå âïý�õñï êáé ìÝëé

iii) ï ìáèç�Þò íá ðßíåé ìüíï ãÜëá. (ÌïíÜäåò 12)

â) Íá õðïëïãßóå�å �çí ðéèáíü�ç�á ðñáãìá�ïðïßçóçò �ùí åíäå÷ïìÝíùí �ïõ á) åñù�Þ-

ìá�ïò.

(ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2081 Äßíå�áé ç åîßóùóç ëx

2

+2(ë−1)x+ë−2 = 0� (1) ìå ðáñÜìå�ñï

ë ∈ R.
á) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç ü�áí ë = 0. (ÌïíÜäåò 5)

â) ¸ó�ù ë 6= 0.

i. Íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç (1) Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò, �éò ïðïßåò ó�ç

óõíÝ÷åéá íá âñåß�å. (ÌïíÜäåò 10)
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ii. Áí

x

1

= −1 êáé x

2

= −1 + 2

ë

åßíáé ïé äõï ñßæåò �çò åîßóùóçò (1), íá ðñïóäéïñßóå�å �éò �éìÝò �ïõ ë, ãéá �éò ïðïßåò

éó÷ýåé |x
1

− x
2

| > 1. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2083 ¸íá êëåéó�ü ó�Üäéï Ý÷åé 25 óåéñÝò êáèéóìÜ�ùí. Ó�çí ðñþ�ç

óåéñÜ Ý÷åé 12 êáèßóìá�á êáé êáèåìéÜ áðü �éò åðüìåíåò óåéñÝò Ý÷åé äõï êáèßóìá�á ðáñá-

ðÜíù áðü �çí ðñïçãïýìåíç.

á) Íá âñåß�å ðüóá êáèßóìá�á Ý÷åé ç ìåóáßá êáé ðüóá ç �åëåõ�áßá óåéñÜ. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá õðïëïãßóå�å �çí ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ ó�áäßïõ. (ÌïíÜäåò 5)

ã) Ïé ìáèç�Ýò åíüò Ëõêåßïõ ðñïêåéìÝíïõ íá ðáñáêïëïõèÞóïõí ìéá åêäÞëùóç, êá�Ýëá-

âáí üëá �á êáèßóìá�á áðü �çí 7

ç

ìÝ÷ñé êáé �çí 14

ç

óåéñÜ. Íá âñåß�å �ï ðëÞèïò �ùí

ìáèç�þí �ïõ Ëõêåßïõ. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2084 �éá �çí êÜëõøç, ìå �å�ñÜãùíá ðëáêÜêéá, ìÝñïõò åíüò �ïß÷ïõ,

ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðëáêÜêéá �ýðïõ Á ìå ðëåõñÜ dm Þ ðëáêÜêéá �ýðïõ Â

ìå ðëåõñÜ (d + 1)m.

á) Íá âñåß�å, ùò óõíÜñ�çóç �ïõ d, �ï åìâáäüí ðïõ êáëýð�åé êÜèå ðëáêÜêé �ýðïõ Á êáé

êÜèå ðëáêÜêé �ýðïõ Â. (ÌïíÜäåò 6)

â) Áí ç åðéöÜíåéá ìðïñåß íá êáëõöèåß åß�å ìå 200 ðëáêÜêéá �ýðïõ Á åß�å ìå 128 �ýðïõ

Â, íá âñåß�å:

i) Ôç äéÜó�áóç ðïõ Ý÷åé �ï ðëáêÜêé êÜèå �ýðïõ. (ÌïíÜäåò 12)

ii) Ôï åìâáäüí �çò åðéöÜíåéáò ðïõ êáëýð�ïõí. (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2220 Ìéá ìðÜëá ðïõ åê�ïîåýå�áé êá�áêüñõöá ðñïò �á ðÜíù,

áöïý äéáãñÜøåé ìéá �ñï÷éÜ, ìå�Ü áðü êÜðïéï ÷ñüíï èá ðÝóåé ó�ï Ýäáöïò. Ôï ýøïò h(óå

m) áðü �ï Ýäáöïò, ó�ï ïðïßï âñßóêå�áé ç ìðÜëá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t (óå se) êá�Ü �çí

êßíçóÞ �çò, ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ç óõíÜñ�çóç:

h(t) = −5t2 + 10t + 1�05

á) Íá âñåß�å �éò �éìÝò h(0), h(1) êáé h(2), êáé íá åîçãÞóå�å �é ðáñéó�Üíïõí ó�ï ðëáßóéï

�ïõ ðñïâëÞìá�ïò. (ÌïíÜäåò 6)

â) Íá âñåß�å ìå�Ü áðü ðüóï ÷ñüíï ç ìðÜëá èá ö�Üóåé ó�ï Ýäáöïò. (ÌïíÜäåò 8)

ã) Íá äåßîå�å ü�é �ï ýøïò ó�ï ïðïßï âñßóêå�áé ç ìðÜëá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t ìðïñåß íá

ðñïóäéïñéó�åß êáé áðü �ïí �ýðï:

h(t) = 5

[

1�21− (t− 1)2
℄
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(ÌïíÜäåò 5)

ä) Íá åîå�Üóå�å áí õðÜñ÷åé ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t

1

(óå se) ðïõ �ï ýøïò h �çò ìðÜëáò áðü

�ï Ýäáöïò èá åßíáé ðÜíù áðü 6�05m. (ÌïíÜäåò 6)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2226 �éá �çí �ýðùóç åðáããåëìá�éêÞò êÜñ�áò åðéëÝãå�áé �å�ñÜãù-

íï ÷áñ�üíé ðëåõñÜò x m (5 ≤ x ≤ 10) ó�ï ïðïßï ç ðåñéï÷Þ �ýðùóçò ðåñéâÜëëå�áé áðü

ðåñéèþñéá 2 m ó�ï ðÜíù êáé ó�ï êÜ�ù ìÝñïò �çò êáé 1 m äåîéÜ êáé áñéó�åñÜ (üðùò

ó�ï ó÷Þìá).

Ó÷Þìá 4.

á) Íá äåßîå�å ü�é �ï åìâáäüí Å �çò ðåñéï÷Þò �ýðùóçò �ùí åðáããåëìá�éêþí ó�ïé÷åßùí

åêöñÜæå�áé áðü �ç óõíÜñ�çóç:

E(x) = (x− 2)(x− 4)

(ÌïíÜäåò 8)

â) Íá âñåèåß ç �éìÞ �ïõ x þó�å �ï åìâáäüí �çò ðåñéï÷Þò �ýðùóçò �ùí åðáããåëìá�éêþí

ó�ïé÷åßùí íá åßíáé 35 m

2

. (ÌïíÜäåò 7)

ã) Íá âñåèïýí ïé �éìÝò ðïõ ìðïñåß íá ðÜñåé ç ðëåõñÜ x �ïõ �å�ñáãþíïõ, áí ç ðåñéï÷Þ

�ýðùóçò �ùí åðáããåëìá�éêþí ó�ïé÷åßùí Ý÷åé åìâáäüí �ïõëÜ÷éó�ïí 24 m

2

.

(ÌïíÜäåò 10)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2229 �éá �çí �ýðùóç åðáããåëìá�éêÞò êÜñ�áò åðéëÝãå�áé �å�ñÜãù-

íï ÷áñ�üíé ðëåõñÜò x m (5 ≤ x ≤ 10), ó�ï ïðïßï ç ðåñéï÷Þ �ýðùóçò ðåñéâÜëëå�áé áðü

ðåñéèþñéá 2 m ó�ï ðÜíù êáé ó�ï êÜ�ù ìÝñïò �çò êáé 1 m äåîéÜ êáé áñéó�åñÜ (üðùò

ó�ï ó÷Þìá).

Ó÷Þìá 5.

á) Íá äåßîå�å ü�é �ï åìâáäüí Å �çò ðåñéï÷Þò �ýðùóçò �ùí åðáããåëìá�éêþí ó�ïé÷åßùí

åêöñÜæå�áé áðü �ç óõíÜñ�çóç:

E(x) = x

2 − 6x + 8

(ÌïíÜäåò 8)

â) Íá âñåèåß �ï ç �éìÞ �ïõ x þó�å �ï åìâáäüí �çò ðåñéï÷Þò �ýðùóçò �ùí åðáããåëìá�é-

êþí ó�ïé÷åßùí íá åßíáé 24 m

2

.

(ÌïíÜäåò 7)

ã) Áí �ï åìâáäüí �çò ðåñéï÷Þò �ýðùóçò �ùí åðáããåëìá�éêþí ó�ïé÷åßùí åßíáé �ï ðïëý

35 m

2

, íá âñåèïýí ïé �éìÝò ðïõ ìðïñåß íá ðÜñåé ç ðëåõñÜ x �ïõ �å�ñáãþíïõ.

(ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2234 �éá �ç ìÝ�ñçóç èåñìïêñáóéþí ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ïé êëßìáêåò

âáèìþí Êåëóßïõ (Celsius), ÖáñåíÜé� (Fahrenheit) êáé ÊÝëâéí (Kelvin). Ïé ìå�á�ñïðÝò �çò

èåñìïêñáóßáò áðü Êåëóßïõ óå ÖáñåíÜé� êáé áðü Êåëóßïõ óå ÊÝëâéí, ðåñéãñÜöïí�áé áðü

�éò ðñï�Üóåéò �1 êáé �2:

�1: �éá íá ìå�á�ñÝøïõìå �ç èåñìïêñáóßá áðü âáèìïýò Êåëóßïõ (

0

C) óå âáèìïýò Öáñå-

íÜé� (

0

F), ðïëëáðëáóéÜæïõìå �ïõò âáèìïýò Êåëóßïõ ìå 1�8 êáé ðñïóèÝ�ïõìå 32.

�2: �éá íá ìå�á�ñÝøïõìå �ç èåñìïêñáóßá áðü âáèìïýò Êåëóßïõ (

0

C) óå âáèìïýò ÊÝëâéí

(

0

K), ðñïóèÝ�ïõìå ó�ïõò âáèìïýò Êåëóßïõ (

0

C) �ï 273.

á) Íá åêöñÜóå�å óõìâïëéêÜ �ç ó÷Ýóç ðïõ ðåñéãñÜöåé ç êÜèå ðñü�áóç. (ÌïíÜäåò 8)

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280



304 "ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

â) Íá äåßîå�å ü�é ç åîßóùóç ðïõ ðáñéó�Üíåé �ç ó÷Ýóç ìå�áîý �çò èåñìïêñáóßáò óå

âáèìïýò ÊÝëâéí (

0

K) êáé �çò èåñìïêñáóßáò óå âáèìïýò ÖáñåíÜé� (

0

F) åßíáé ç:

K =

F− 32

1�8

+ 273

(ÌïíÜäåò 7)

ã) Ó�ç äéÜñêåéá ìéáò íý÷�áò ç èåñìïêñáóßá óå ìéá ðüëç êõìÜíèçêå áðü 278

0

Ê ìÝ÷ñé

283

0

Ê. Íá âñåß�å �ï äéÜó�çìá ìå�áâïëÞò �çò èåñìïêñáóßáò óå

0

F. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2238 Äßíå�áé ç åîßóùóç x

2 − 2ëx + ë

2 − 1 = 0, ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R.

á) Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå ë ∈ R ç åîßóùóç Ý÷åé äõï Üíéóåò ñßæåò. (ÌïíÜäåò 6)

â) Íá âñåß�å �éò ñßæåò �çò åîßóùóçò, ãéá êÜèå ë ∈ R. (ÌïíÜäåò 6)

ã) Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ðñáãìá�éêïý áñéèìïý ë, ïé äõï Üíéóåò ñßæåò �çò åîßóùóçò

áíÞêïõí ó�ï äéÜó�çìá (−2�4). (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2244 Äßíïí�áé ïé áíéóþóåéò: |x− 2| < 3 êáé x

2 − 2x− 8 ≤ 0.

á) Íá âñåß�å �éò ëýóåéò �ïõò. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá äåßîå�å ü�é ïé áíéóþóåéò óõíáëçèåýïõí ãéá x ∈ (−1�4℄. (ÌïíÜäåò 5)

ã) Áí ïé áñéèìïß ñ

1

êáé ñ

2

áíÞêïõí ó�ï óýíïëï �ùí êïéíþí ëýóåùí �ùí äõï áíéóþóåùí,

íá äåßîå�å ü�é êáé ï áñéèìüò

ñ

1

+ñ

2

2

åßíáé êïéíÞ �ïõò ëýóç. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2255 Äßíïí�áé ïé áíéóþóåéò: 2 ≤ |x| ≤ 3 êáé x

2 − 4x < 0.

á) Íá âñåß�å �éò ëýóåéò �ïõò. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá äåßîå�å ü�é ïé áíéóþóåéò óõíáëçèåýïõí ãéá x ∈ [2�3℄. (ÌïíÜäåò 5)

ã) Áí ïé áñéèìïß ñ

1

êáé ñ

2

áíÞêïõí ó�ï óýíïëï �ùí êïéíþí ëýóåùí �ùí äõï áíéóþóåùí,

íá äåßîå�å ü�é êáé ï áñéèìüò

ñ

1

+ñ

2

2

åßíáé êïéíÞ �ïõò ëýóç. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2273 Äßíïí�áé ïé áíéóþóåéò |x + 1| ≤ 2 êáé x

2 − x− 2 > 0.

á) Íá ëýóå�å �éò áíéóþóåéò. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá äåßîå�å ü�é ïé áíéóþóåéò óõíáëçèåýïõí ãéá x ∈ [−3�− 1). (ÌïíÜäåò 5)

ã) Áí ïé áñéèìïß ñ

1

êáé ñ

2

áíÞêïõí ó�ï óýíïëï �ùí êïéíþí ëýóåùí �ùí äõï áíéóþóåùí,

íá äåßîå�å ü�é: ñ

1

− ñ

2

∈ (−2�2) (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóçGI.A.ALG.4.2287 Äßíå�áé Ýíáò ðñáãìá�éêüò áñéèìüò x ðïõ éêáíïðïéåß �ç ó÷Ýóç:

d(x�5) ≤ 9

á) Íá áðïäþóå�å �çí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ëåê�éêÜ. (ÌïíÜäåò 5)
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â) Ìå ÷ñÞóç �ïõ Üîïíá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí, íá ðáñáó�Þóå�å óå ìïñöÞ äéáó�Þ-

ìá�ïò �ï óýíïëï �ùí äõíá�þí �éìþí �ïõ x.

(ÌïíÜäåò 5)

ã) Íá ãñÜøå�å �ç ó÷Ýóç ìå �ï óýìâïëï �çò áðüëõ�çò �éìÞò êáé íá åðéâåâáéþóå�å ìå

áëãåâñéêü �ñüðï �ï óõìðÝñáóìá �ïõ åñù�Þìá�ïò (â). (ÌïíÜäåò 10)

ä) Íá ÷ñçóéìïðïéÞóå�å �ï óõìðÝñáóìá �ïõ åñù�Þìá�ïò (ã) ãéá íá äåßîå�å ü�é:

|x + 4| + |x− 14| = 18

(ÌïíÜäåò 5)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2301 Äßíïí�áé �á óçìåßá Á, Â êáé Ì ðïõ ðáñéó�Üíïõí ó�ïí Üîïíá

�ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí �ïõò áñéèìïýò −2, 7 êáé x áí�ßó�ïé÷á, ìå −2 < x < 7.

á) Íá äéá�õðþóå�å �ç ãåùìå�ñéêÞ åñìçíåßá �ùí ðáñáó�Üóåùí.

i) |x+2| (ÌïíÜäåò 4)

ii) |x-7| (ÌïíÜäåò 4)

â) Ìå �ç âïÞèåéá �ïõ Üîïíá íá äþóå�å �ç ãåùìå�ñéêÞ åñìçíåßá �ïõ áèñïßóìá�ïò:

|x + 2| + |x− 7|

(ÌïíÜäåò 5)

ã) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò A = |x + 2| + |x− 7| ãåùìå�ñéêÜ. (ÌïíÜäåò 5)

ä) Íá åðéâåâáéþóå�å áëãåâñéêÜ �ï ðñïçãïýìåíï óõìðÝñáóìá. (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2302 Óå Ýíáí Üîïíá �á óçìåßá Á, Â êáé Ì áí�éó�ïé÷ïýí ó�ïõò

áñéèìïýò 5, 9 êáé x áí�ßó�ïé÷á.

á) Íá äéá�õðþóå�å �ç ãåùìå�ñéêÞ åñìçíåßá �ùí ðáñáó�Üóåùí |x− 5| êáé |x− 9|.
(ÌïíÜäåò 10)

â) Áí éó÷ýåé |x− 5| = |x− 9|,
i) �ïéá ãåùìå�ñéêÞ éäéü�ç�á �ïõ óçìåßïõ Ì áíáãíùñßæå�å; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí

áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 7)

ii) Ìå ÷ñÞóç �ïõ Üîïíá, íá ðñïóäéïñßóå�å �ïí ðñáãìá�éêü áñéèìü x ðïõ ðáñéó�Üíåé

�ï óçìåßï Ì. Íá åðéâåâáéþóå�å ìå áëãåâñéêü �ñüðï �çí áðÜí�çóÞ óáò.

(ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2323 Ï Äéïíýóçò ãñÜöåé ó�ï �å�ñÜäéü �ïõ �ïõò áñéèìïýò 3, 7, 11,

15, · · · êáé óõíå÷ßæåé ðñïóèÝ�ïí�áò êÜèå öïñÜ �ï 4. Ó�áìá�Üåé ü�áí Ý÷åé ãñÜøåé �ïõò 40

ðñþ�ïõò áðü �ïõò áñéèìïýò áõ�ïýò.

á) Åßíáé ïé ðáñáðÜíù áñéèìïß äéáäï÷éêïß üñïé ìéáò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ; Íá áé�éïëïãÞ-

óå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.

(ÌïíÜäåò 4)
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â) Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí 40 áõ�þí áñéèìþí. (ÌïíÜäåò 7)

ã) Åßíáé ï áñéèìüò 120 Ýíáò áðü áõ�ïýò �ïõò 40 áñéèìïýò; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜ-

í�çóÞ óáò.

(ÌïíÜäåò 7)

ä) Ï �éþñãïò ðÞñå �ï �å�ñÜäéï �ïõ Äéïíýóç êáé óõíÝ÷éóå íá ãñÜöåé äéáäï÷éêïýò üñïõò

�çò ßäéáò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ, áðü åêåß ðïõ åß÷å ó�áìá�Þóåé ï Äéïíýóçò ìÝ÷ñé íá

åìöáíéó�åß ï áñéèìüò 235. Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá �ùí áñéèìþí ðïõ Ýãñáøå ï �éþñãïò.

(ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2332 Äßíå�áé ç åîßóùóç

x

2 − 4x + 2− ë

2

= 0 (1)

ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é, ãéá ïðïéáäÞðï�å �éìÞ �ïõ ë ∈ R, ç (1) Ý÷åé äýï ñßæåò Üíéóåò.

(ÌïíÜäåò 10)

â) Áí x

1

êáé x

2

åßíáé ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò (1):

i) Íá âñåß�å �ï S = x

1

+ x

2

.

ii) Íá âñåß�å �ï P = x

1

· x
2

ùò óõíÜñ�çóç �ïõ ðñáãìá�éêïý áñéèìïý ë. (ÌïíÜäåò 5)

ã) Áí ç ìßá ñßæá �çò åîßóùóçò (1) åßíáé ï áñéèìüò 2 +

√
3 �ü�å:

i) íá áðïäåßîå�å ü�é ç Üëëç ñßæá �çò åîßóùóçò (1) åßíáé ï áñéèìüò 2−
√
3,

ii) íá âñåß�å �ï ë. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2336

á) Íá âñåß�å �ï ðñüóçìï �ïõ �ñéùíýìïõ x

2 − 5x + 6 ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ x ∈ R.

(ÌïíÜäåò 10)

â) Äßíå�áé ç åîßóùóç

1

4

x

2

+ (2− ë)x + ë− 2 = 0 (1)

ìå ðáñÜìå�ñï ë .

i) Íá áðïäåßîå�å ü�é, ãéá êÜèå ë ∈ (−∞�2) ∪ (3� +∞) , ç åîßóùóç (1) Ý÷åé äýï ñßæåò

Üíéóåò. (ÌïíÜäåò 10)

ii) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ ë ∈ R ãéá �éò ïðïßåò ïé ñßæåò �çò (1) åßíáé ïìüóçìïé áñéèìïß.

(ÌïíÜäåò 5)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2338 Äßíïí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò f(x) = áx− á + 2 êáé g(x) = x

2 − á + 3

ìå á ∈ R.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï (1�2) ãéá êÜèå

�éìÞ �ïõ ðñáãìá�éêïý áñéèìïý á. (ÌïíÜäåò 7)

â) Áí ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí f êáé g �Ýìíïí�áé óå óçìåßï ìå �å�ìçìÝíç 1, �ü�å:
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i) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ á. (ÌïíÜäåò 4)

ii) �éá �çí �éìÞ �ïõ á ðïõ âñÞêá�å õðÜñ÷åé Üëëï óçìåßï �ïìÞò �ùí ãñáöéêþí ðáñá-

ó�Üóåùí �ùí f êáé g; Áé�éïëïãÞó�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.

(ÌïíÜäåò 4)

ã) Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ á ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí f êáé g Ý÷ïõí äýï óçìåßá

�ïìÞò. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2339 Ó�ï ðáñáêÜ�ù óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí �ï åõèýãñáììï �ìÞ-

ìá ÁÂ ìå Á(0�100) êáé Â(10�50) ðáñéó�Üíåé �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò ä(x)

�ùí å�Þóéùí äáðáíþí ìéáò å�áéñåßáò, óå ÷éëéÜäåò åõñþ, ó�á x ÷ñüíéá �çò ëåé�ïõñãßáò �çò.

To åõèýãñáììï �ìÞìá �Ä ìå �(0�50) êáé Ä(10�150) ðáñéó�Üíåé �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç

�çò óõíÜñ�çóçò �ùí å�Þóéùí åóüäùí å(x) �çò å�áéñåßáò, óå ÷éëéÜäåò åõñþ, ó�á x ÷ñüíéá

�çò ëåé�ïõñãßáò �çò. Ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò áíáöÝñïí�áé ó�á äÝêá ðñþ�á ÷ñüíéá

ëåé�ïõñãßáò �çò å�áéñåßáò.

Ó÷Þìá 5.

á) Ìå �ç âïÞèåéá �ùí ãñáöéêþí ðáñáó�Üóåùí íá åê�éìÞóå�å �á Ýóïäá êáé �á Ýîïäá �ïí

ðÝìð�ï ÷ñüíï ëåé�ïõñãßáò �çò å�áéñåßáò. (ÌïíÜäåò 4)

â)

i) Íá ðñïóäéïñßóå�å �ïõò �ýðïõò �ùí óõíáñ�Þóåùí ä(x), å(x) êáé íá åëÝãîå�å áí ïé

åê�éìÞóåéò óáò ó�ï á) åñþ�çìá Þ�áí óùó�Ýò. (ÌïíÜäåò 15)

ii) Íá âñåß�å �éò óõí�å�áãìÝíåò �ïõ óçìåßïõ �ïìÞò �ùí �ìçìÜ�ùí ÁÂ êáé �Ä êáé íá

�éò åñìçíåýóå�å ó�ï ðëáßóéï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. (ÌïíÜäåò 6)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.2340 Ìéá ïéêïãÝíåéá, ðñïêåéìÝíïõ íá ÷ñçìá�ïäï�Þóåé �éò óðïõäÝò

�ïõ ðáéäéïý �çò, Ý÷åé íá åðéëÝîåé ìå�áîý äõï ðñïãñáììÜ�ùí ðïõ �çò ðñï�åßíïí�áé: �éá �ï

ðñüãñáììá Á ðñÝðåé íá êá�áèÝóåé �ïí 1

ï

ìÞíá 1 åõñþ, �ï 2

ï

ìÞíá 2 åõñþ, �ïí 3

ï

ìÞíá
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4 åõñþ êáé ãåíéêÜ, êÜèå ìÞíá ðïõ ðåñíÜåé, ðñÝðåé íá êá�áèÝ�åé ðïóü äéðëÜóéï áðü áõ�ü

ðïõ êá�Ýèåóå �ïí ðñïçãïýìåíï ìÞíá. �éá �ï ðñüãñáììá Â ðñÝðåé íá êá�áèÝóåé �ïí 1

ï

ìÞíá 100 åõñþ, �ï 2

ï

ìÞíá 110 åõñþ, �ïí 3

ï

ìÞíá 120 åõñþ êáé ãåíéêÜ, êÜèå ìÞíá ðïõ

ðåñíÜåé ðñÝðåé íá êá�áèÝ�åé ðïóü êá�Ü 10 åõñþ ìåãáëý�åñï áðü åêåßíï ðïõ êá�Ýèåóå

�ïí ðñïçãïýìåíï ìÞíá.

á)

i) Íá âñåß�å �ï ðïóü á

í

ðïõ ðñÝðåé íá êá�á�åèåß ó�ï ëïãáñéáóìü �ï í

ï

ìÞíá óý-

ìöùíá ìå �ï ðñüãñáììá Á.

(ÌïíÜäåò 4)

ii) Íá âñåß�å �ï ðïóü â

í

ðïõ ðñÝðåé íá êá�á�åèåß ó�ï ëïãáñéáóìü �ï í

ï

ìÞíá óý-

ìöùíá ìå �ï ðñüãñáììá Â.

(ÌïíÜäåò 4)

iii) Íá âñåß�å �ï ðïóü Á

í

ðïõ èá õðÜñ÷åé ó�ï ëïãáñéáóìü ìå�Ü áðü í ìÞíåò óýìöùíá

ìå �ï ðñüãñáììá Á. (ÌïíÜäåò 5)

iv) Íá âñåß�å �ï ðïóü Â

í

ðïõ èá õðÜñ÷åé ó�ï ëïãáñéáóìü ìå�Ü áðü í ìÞíåò óýìöùíá

ìå �ï ðñüãñáììá Â. (ÌïíÜäåò 5)

â)

i) Ôé ðïóü èá õðÜñ÷åé ó�ï ëïãáñéáóìü ìå�Ü �ïõò ðñþ�ïõò 6 ìÞíåò, óýìöùíá ìå

êÜèå ðñüãñáììá; (ÌïíÜäåò 3)

ii) Áí êÜèå ðñüãñáììá ïëïêëçñþíå�áé óå 12 ìÞíåò, ìå ðïéï áðü �á äýï ðñïãñÜì-

ìá�á �ï óõíïëéêü ðïóü ðïõ èá óõãêåí�ñùèåß èá åßíáé ìåãáëý�åñï;

(ÌïíÜäåò 4)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4542

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç:

x

2

< x

ó�ï óýíïëï �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. (ÌïíÜäåò 8)

â) Äßíå�áé Ýíáò ðñáãìá�éêüò áñéèìüò á ìå 0 < á < 1.

i) Íá âÜëå�å ó�ç óåéñÜ, áðü �ïí ìéêñü�åñï ó�ïí ìåãáëý�åñï êáé íá �ïðïèå�Þóå�å

ðÜíù ó�ïí Üîïíá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí, �ïõò áñéèìïýò:

0� 1� á� á

2

�

√
a

Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò ìå �ç âïÞèåéá êáé �ïõ åñù�Þìá�ïò á).

(MïíÜäåò 10)

ii) Íá áðïäåßîå�å ü�é éó÷ýåé ç áíéóü�ç�á:

√
1 + a < 1 +

√
a (MïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4545 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

x

2 − 5|x| + 6
|x| − 3
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á) Íá âñåß�å �ï ðåäßï ïñéóìïý Á �çò óõíÜñ�çóçò f. (ÌïíÜäåò 6)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é ãéá êÜèå x ∈ A éó÷ýåé: f(x) = |x| − 2. (ÌïíÜäåò 9)

ã) �éá x ∈ A, íá ëýóå�å �çí åîßóùóç: (f(x) + 2)

2 − 4f(x)− 5 = 0 (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4548 Äßíå�áé ç åîßóùóç: x

2

�x + (ë − ë

2

) = 0 (1), ìå ðáñÜìå�ñï

ë ∈ R.

á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá Ä �çò åîßóùóçò êáé íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç Ý÷åé ñßæåò

ðñáãìá�éêÝò ãéá êÜèå ë ∈ R. (ÌïíÜäåò 10)

â) �éá ðïéá �éìÞ �ïõ ë ç åîßóùóç (1) Ý÷åé äýï ñßæåò ßóåò; (ÌïíÜäåò 6)

ã) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ðáñÜó�áóç

A =

1

√

S−P

üðïõ S, P �ï Üèñïéóìá êáé �ï ãéíüìåíï �ùí ñéæþí �çò åîßóùóçò (1) áí�ßó�ïé÷á, Ý÷åé

íüçìá ðñáãìá�éêïý áñéèìïý ãéá êÜèå ðñáãìá�éêü áñéèìü ë. (ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4551 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï: ëx

2 − (ë

2

+ 1)x + ë� ë ∈ R− {0}
á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá Ä �ïõ �ñéùíýìïõ êáé íá áðïäåßîå�å ü�é �ï �ñéþíõìï Ý÷åé

ñßæåò ðñáãìá�éêÝò ãéá êÜèå ë ∈ R− {0} (ÌïíÜäåò 8)

â) Áí x

1

, x

2

åßíáé ïé ñßæåò �ïõ �ñéùíýìïõ, íá åêöñÜóå�å �ï Üèñïéóìá S = x

1

+x

2

óõíáñ�Þóåé

�ïõ ë 6= 0 êáé íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ ãéíïìÝíïõ P = x

1

· x
2

�ùí ñéæþí . (ÌïíÜäåò 5)

ã) Áí ë < 0, �ü�å:

i) �ï ðáñáðÜíù �ñéþíõìï Ý÷åé ñßæåò èå�éêÝò Þ áñíç�éêÝò; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜ-

í�çóÞ óáò.

(ÌïíÜäåò 6)

ii) íá áðïäåßîå�å ü�é |x
1

+ x

2

| ≥ 2x

1

x

2

, üðïõ x

1

, x

2

åßíáé ïé ñßæåò �ïõ ðáñáðÜíù

�ñéùíýìïõ. (ÌïíÜäåò 6)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4558 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï: f(x) = ëx

2

�(ë

2

+ 1)x + ë, ìå ë > 0

á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá Ä �ïõ �ñéùíýìïõ êáé íá áðïäåßîå�å ü�é �ï �ñéþíõìï Ý÷åé

ñßæåò èå�éêÝò ãéá êÜèå ë > 0. (ÌïíÜäåò 10)

â) Áí ïé ñßæåò �ïõ �ñéùíýìïõ åßíáé �á ìÞêç �ùí ðëåõñþí åíüò ïñèïãùíßïõ ðáñáëëçëï-

ãñÜììïõ, �ü�å:

i) íá âñåß�å �ï åìâáäüí �ïõ ïñèïãùíßïõ. (ÌïíÜäåò 4)

ii) íá âñåß�å �çí ðåñßìå�ñï � �ïõ ïñèïãùíßïõ ùò óõíÜñ�çóç �ïõ ë êáé íá áðïäåßîå�å

ü�é � ≥ 4 ãéá êÜèå ë > 0. (ÌïíÜäåò 8)

iii) ãéá �çí �éìÞ �ïõ ë ðïõ ç ðåñßìå�ñïò ãßíå�áé åëÜ÷éó�ç, äçëáäÞ ßóç ìå 4, �é óõìðå-

ñáßíå�å ãéá �ï ïñèïãþíéï; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.

(ÌïíÜäåò 3)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4575 Äßíïí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò:

f(x) = x

2 − 4x + á êáé g(x) = áx�5

ìå á ∈ R.

á) Áí éó÷ýåé f(2) = g(2), íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ á. (ÌïíÜäåò 7)

â) �éá á = 1,

i) íá ëýóå�å �çí åîßóùóç: f(x) = g(x) (ÌïíÜäåò 8)

ii) íá ëýóå�å �çí áíßóùóç: f(x) ≥ g(x) êáé, ìå �ç âïÞèåéá áõ�Þò, íá ëýóå�å �çí

åîßóùóç:

|f(x)− g(x)| = f(x)− g(x)

(ÌïíÜäåò 5+5=10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4607

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç:

x

2

> x

ó�ï óýíïëï �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. (ÌïíÜäåò 8)

â) Äßíå�áé Ýíáò ðñáãìá�éêüò áñéèìüò á ìå á > 1.

i) Íá âÜëå�å ó�ç óåéñÜ, áðü �ïí ìéêñü�åñï ó�ïí ìåãáëý�åñï êáé íá �ïðïèå�Þóå�å

ðÜíù ó�ïí Üîïíá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí, �ïõò áñéèìïýò: (MïíÜäåò 10)

0� 1� á� á

2

�

√
a

Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò ìå �ç âïÞèåéá êáé �ïõ åñù�Þìá�ïò á).

ii) Íá êÜíå�å �ï ßäéï ãéá �ïõò áñéèìïýò: (MïíÜäåò 7)

á� á

2

�

á + á

2

2

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4629 ¸íá ìõñìÞãêé ðåñðá�Üåé ðÜíù óå Ýíá åõèýãñáììï êëáäß

ìÞêïõò 1 m, ìå �ïí áêüëïõèï �ñüðï: ÎåêéíÜåé áðü �ï Ýíá Üêñï �ïõ êëáäéïý êáé �ï 1

ï

ëåð�ü ðñï÷ùñÜåé 1 m, �ï 2

ï

ëåð�ü ðñï÷ùñÜåé 3 m êáé, ãåíéêÜ, êÜèå ëåð�ü äéáíýåé

áðüó�áóç êá�Ü 2 m ìåãáëý�åñç áðü áõ�Þí ðïõ äéÞíõóå �ï ðñïçãïýìåíï ëåð�ü.

á) Íá äåßîå�å ü�é ïé áðïó�Üóåéò ðïõ äéáíýåé �ï ìõñìÞãêé êÜèå ëåð�ü �çò êßíçóÞò �ïõ,

åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ êáé íá âñåß�å �ïí v-ïó�ü üñï á

í

áõ�Þò �çò

ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 5)

â) Íá âñåß�å �ç óõíïëéêÞ áðüó�áóç ðïõ êÜëõøå �ï ìõñìÞãêé �á ðñþ�á 5 ëåð�Ü �çò

êßíçóÞò �ïõ. (ÌïíÜäåò 4)

ã) Íá âñåß�å óå ðüóá ëåð�Ü �ï ìõñìÞãêé èá ö�Üóåé ó�ï Üëëï Üêñï �ïõ êëáäéïý.

(ÌïíÜäåò 4)
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ä) ÕðïèÝ�ïõìå �þñá ü�é, �çí ßäéá ó�éãìÞ ðïõ �ï ìõñìÞãêé îåêéíÜåé �çí ðïñåßá �ïõ, áðü

�ï Üëëï Üêñï �ïõ êëáäéïý ìßá áñÜ÷íç îåêéíÜåé êáé áõ�Þ ðñïò �çí áí�ßèå�ç êá�åýèõíóç

êáé ìå �ïí áêüëïõèï �ñüðï: Ôï 1

ï

ëåð�ü ðñï÷ùñÜåé 1 m, �ï 2

ï

ëåð�ü ðñï÷ùñÜåé

2 m, �ï 3

ï

ëåð�ü ðñï÷ùñÜåé 4 m êáé, ãåíéêÜ, êÜèå ëåð�ü äéáíýåé áðüó�áóç äéðëÜóéá

áðü áõ�Þí ðïõ äéÞíõóå �ï ðñïçãïýìåíï ëåð�ü.

(i) Íá äåßîå�å ü�é ïé áðïó�Üóåéò ðïõ äéáíýåé ç áñÜ÷íç êÜèå ëåð�ü �çò êßíçóÞò �çò,

åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ êáé íá âñåß�å �ïí v-ïó�ü üñï â

í

áõ�Þò

�çò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 7)

(ii) Íá âñåß�å óå ðüóá ëåð�Ü �ï ìõñìÞãêé êáé ç áñÜ÷íç èá âñåèïýí áí�éìÝ�ùðá óå

áðüó�áóç 1 m. (ÌïíÜäåò 5)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4647 �éá äåäïìÝíï ë ∈ R, èåùñïýìå �ç óõíÜñ�çóç f, ìå

f(x) = (ë + 1)x

2

�(ë + 1)x + 2� x ∈ R

á) Íá äåßîå�å ü�é, ãéá ïðïéáäÞðï�å �éìÞ �ïõ ë, ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò f

äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï A(0�2). (ÌïíÜäåò 3)

â) �éá ë = −1, íá ó÷åäéÜóå�å �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f. (ÌïíÜäåò 4)

ã) Áí ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f �Ýìíåé �ïí Üîïíá x

′
x ó�ï óçìåßï B(2�0), íá âñåß�å �çí

�éìÞ �ïõ ë êáé íá åîå�Üóå�å áí ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �Ýìíåé �ïí Üîïíá x

′
x êáé óå Üëëï

óçìåßï. (ÌïíÜäåò 8)

ä) �éá ë = 1, íá äåßîå�å ü�é ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f âñßóêå�áé ïëüêëçñç ðÜíù áðü

�ïí Üîïíá x

′
x. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4654

á) Äßíå�áé ç äé�å�ñÜãùíç åîßóùóç:

x

4

�7x

2

+ 12 = 0

Íá äåßîå�å ü�é ç åîßóùóç áõ�Þ Ý÷åé �Ýóóåñéò äéáöïñå�éêÝò ðñáãìá�éêÝò ñßæåò, �éò ïðïßåò

êáé íá ðñïóäéïñßóå�å. (ÌïíÜäåò 10)

â) �åíéêåýïí�áò �ï ðáñÜäåéãìá �ïõ ðñïçãïýìåíïõ åñù�Þìá�ïò, èåùñïýìå �ç äé�å�ñÜ-

ãùíç åîßóùóç:

x

4

+ âx

2

+ ã = 0 (1)

ìå ðáñáìÝ�ñïõò â�ã ∈ R. Íá äåßîå�å ü�é: Áí â < 0, ã > 0 êáé â

2

�4ã > 0, �ü�å ç åîßóùóç

(1) Ý÷åé �Ýóóåñéò äéáöïñå�éêÝò ðñáãìá�éêÝò ñßæåò. (ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4656 Äßíïí�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) = x

2

+ x + 1�x ∈ R
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á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç C

f

�çò óõíÜñ�çóçò f äåí �Ýìíåé �ïí Üîïíá

x

′
x. (ÌïíÜäåò 5)

â) Íá âñåß�å �éò �å�ìçìÝíåò �ùí óçìåßùí �çò C

f

ðïõ âñßóêïí�áé êÜ�ù áðü �çí åõèåßá

y = 2x + 3. (ÌïíÜäåò 10)

ã) ¸ó�ù M(x�y) óçìåßï �çò C

f

. Áí ãéá �çí �å�ìçìÝíç x �ïõ óçìåßïõ Ì éó÷ýåé: |2x−1| < 3,

�ü�å íá äåßîå�å ü�é �ï óçìåßï áõ�ü âñßóêå�áé êÜ�ù áðü �çí åõèåßá y = 2x + 3.

(ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4657 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç f, ìå

f(x) =

{

−x + 2� áí x < 0

x + 2� áí x ≥ 0

á) Íá âñåß�å �ï óçìåßï �ïìÞò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò C

f

�çò f ìå �ïí Üîïíá y

′
y.

(ÌïíÜäåò 3)

â)

i) Íá ÷áñÜîå�å �ç C

f

êáé �çí åõèåßá y = 3, êáé ó�ç óõíÝ÷åéá íá åê�éìÞóå�å �éò óõí�å-

�áãìÝíåò �ùí óçìåßùí �ïìÞò �ïõò.

(ÌïíÜäåò 5)

ii) Ná åîå�Üóå�å áí �á óçìåßá áõ�Ü åßíáé óõììå�ñéêÜ ùò ðñïò �ïí Üîïíá y

′
y. Íá

áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 4)

ã)

i) �éá ðïéåò �éìÝò �ïõ ðñáãìá�éêïý áñéèìïý á , ç åõèåßá y = á �Ýìíåé �ç C

f

óå äõï

óçìåßá; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 5)

ii) �éá �éò �éìÝò �ïõ á ðïõ âñÞêá�å ó�ï åñþ�çìá (ãi), íá ðñïóäéïñßóå�å áëãåâñéêÜ

�á óçìåßá �ïìÞò �çò C

f

ìå �çí åõèåßá y = a êáé íá åîå�Üóå�å áí éó÷ýïõí �á

óõìðåñÜóìá�á �ïõ åñù�Þìá�ïò (âii), áé�éïëïãþí�áò �ïí éó÷õñéóìü óáò.

(ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4659 Äßíå�áé ç åîßóùóç: áx

2 − 5x + á = 0, ìå ðáñÜìå�ñï á 6= 0.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é áí |á| ≤ 5

2

, �ü�å ç åîßóùóç Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò, ðïõ

åßíáé áí�ßó�ñïöïé ìå�áîý �ïõò. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá âñåß�å �éò ëýóåéò �çò åîßóùóçò, ü�áí á = 2. (ÌïíÜäåò 5)

ã) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç: (ÌïíÜäåò 10)

2

(

x +

1

x

)
2

− 5

(

x +

1

x

)

+ 2 = 0
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4660 Äßíïí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò f êáé g, ìå

f(x) = x

2 − 2x êáé g(x) = 3x− 4� x ∈ R

á) Íá âñåß�å �á êïéíÜ óçìåßá �ùí ãñáöéêþí ðáñáó�Üóåùí �ùí óõíáñ�Þóåùí f êáé g.

(ÌïíÜäåò 5)

â) Íá âñåß�å �á äéáó�Þìá�á ó�á ïðïßá ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f åßíáé êÜ�ù áðü åêåßíç

�çò g. (ÌïíÜäåò 10)

ã) Íá áðïäåßîå�å ü�é êÜèå åõèåßá �çò ìïñöÞò y = á, á < −1, âñßóêå�áé êÜ�ù áðü �ç

ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4663 Äßíå�áé ç åîßóùóç (x− 2)2 = ë(4x− 3), ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R
á) Íá ãñÜøå�å �çí åîßóùóç ó�ç ìïñöÞ áx

2

+ âx + ã = 0, á 6= 0. (ÌïíÜäåò 5)

â) Íá âñåß�å ãéá ðïéÝò �éìÝò �ïõ ë ç åîßóùóç Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò.

(ÌïíÜäåò 10)

ã) Áí x

1

, x

2

åßíáé ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò, ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé

Üíéóåò,

i) íá õðïëïãßóå�å �á S = x

1

+ x

2

êáé P = x

1

x

2

ii) íá áðïäåßîå�å ü�é ç ðáñÜó�áóç Á = (4x

1

− 3)(4x

2

− 3) åßíáé áíåîÜñ�ç�ç �ïõ ë,

äçëáäÞ ó�áèåñÞ. (MïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4665 Äßíå�áé ç åîßóùóç: x

2 − ëx − (ë2 + 5) = 0 (1) ìå ðáñÜìå�ñï

ë ∈ R.
á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá Ä �çò åîßóùóçò (1). (ÌïíÜäåò 5)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç (1) Ý÷åé äõï ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò ãéá êÜèå ë ∈ R.
(ÌïíÜäåò 10)

ã) Áí x

1

, x

2

åßíáé ïé äýï ñßæåò �çò åîßóùóçò (1), íá âñåèïýí ïé �éìÝò �ïõ ë ∈ R ãéá �éò

ïðïßåò éó÷ýåé:

(x

1

− 2)(x
2

− 2) = −4

(ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4667

á) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç: x

2 − 3x− 4 = 0 (1) (ÌïíÜäåò 10)

â) Äßíïí�áé ïé ïìüóçìïé áñéèìïß á, â ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýåé:

á

2 − 3áâ− 4â2 = 0

i) Íá áðïäåßîå�å ü�é ï áñéèìüò

á

â

åßíáé ëýóç �çò åîßóùóçò (1). (ÌïíÜäåò 7)

ii) Íá áé�éïëïãÞóå�å ãéá�ß ï á åßíáé �å�ñáðëÜóéïò �ïõ â. (ÌïíÜäåò 8)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4671 Äßíå�áé ç áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò (á

í

) ìå äéáöïñÜ ù.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é á

20

− á
10

= 10ù. (ÌïíÜäåò 6)

â) Áí á

20

− á
10

= 30 êáé á

1

= 1, íá áðïäåßîå�å ü�é á

í

= 3í− 2. (ÌïíÜäåò 6)

ã) �ïéïò åßíáé ï ðñþ�ïò üñïò �çò ðñïüäïõ ðïõ îåðåñíÜåé �ï 30; (ÌïíÜäåò 7)

ä) �üóïé üñïé �çò ðáñáðÜíù ðñïüäïõ åßíáé ìéêñü�åñïé �ïõ 60; (ÌïíÜäåò 6)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4679 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç:

f(x) =

√

x

2 − x + á

4

á) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ ðñáãìá�éêïý áñéèìïý á, þó�å �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�ç-

óçò f íá åßíáé �ï óýíïëï R.

(ÌïíÜäåò 10)

â) Áí åßíáé ãíùó�ü ü�é ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò f äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï

Á(0�

1

2

) �ü�å:

i) Íá áðïäåßîå�å ü�é á = 1 êáé íá ãñÜøå�å �ïí �ýðï �çò ÷ùñßò �ï óýìâïëï �çò

�å�ñáãùíéêÞò ñßæáò. (ÌïíÜäåò 7)

ii) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç

f(x) =

1

2

(ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4680 Äßíå�áé ç åîßóùóç: x

2

�x+ë�ë

2

= 0 (1), ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R
á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá Ä �çò åîßóùóçò êáé íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç Ý÷åé ñßæåò

ðñáãìá�éêÝò ãéá êÜèå ë ∈ R. (ÌïíÜäåò 10)

â) �éá ðïéá �éìÞ �ïõ ë ç åîßóùóç (1) Ý÷åé äýï ñßæåò ßóåò; (ÌïíÜäåò 6)

ã) Áí x

1

,x

2

åßíáé ïé ñßæåò �çò ðáñáðÜíù åîßóùóçò (1), �ü�å íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ

ë éó÷ýåé 0 < d(x

1

�x

2

) < 2. (ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4681 Äßíå�áé ç åîßóùóç: x

2

�x + (ë − ë

2

) = 0 (1), ìå ðáñÜìå�ñï

ë ∈ R
á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá Ä �çò åîßóùóçò êáé íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç Ý÷åé ñßæåò

ðñáãìá�éêÝò ãéá êÜèå ë ∈ R (ÌïíÜäåò 10)

â) �éá ðïéá �éìÞ �ïõ ë ç åîßóùóç (1) Ý÷åé äýï ñßæåò ßóåò; (ÌïíÜäåò 6)

ã) Áí ë 6= 1

2

êáé x

1

,x

2

åßíáé ïé ñßæåò �çò ðáñáðÜíù åîßóùóçò (1), �ü�å íá âñåß�å ãéá ðïéåò

�éìÝò �ïõ ë éó÷ýåé:

d(x

1

�x

2

) =

1

d(x

1

�x

2

)

(ÌïíÜäåò 9)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4682 Äßíå�áé ç åîßóùóç: x

2

�x + (ë − ë

2

) = 0 (1), ìå ðáñÜìå�ñï

ë ∈ R.
á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá Ä �çò åîßóùóçò êáé íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç Ý÷åé ñßæåò

ðñáãìá�éêÝò ãéá êÜèå ë ∈ R (ÌïíÜäåò 10)

â) �éá ðïéá �éìÞ �ïõ ë ç åîßóùóç (1) Ý÷åé äýï ñßæåò ßóåò; (ÌïíÜäåò 6)

ã) Íá âñåß�å �ï ë, þó�å ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

√

x

2 − x + ë− ë2

íá Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý �ï R. (ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4819 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï

f(x) = x

2 − x + (ë− ë2)� ë ∈ R

á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá Ä �ïõ �ñéùíýìïõ êáé íá áðïäåßîå�å ü�é �ï �ñéþíõìï Ý÷åé

ñßæåò ðñáãìá�éêÝò ãéá êÜèå ë ∈ R. (ÌïíÜäåò 10)

â) �éá ðïéá �éìÞ �ïõ ë �ï �ñéþíõìï Ý÷åé äýï ñßæåò ßóåò; (ÌïíÜäåò 6)

ã) Áí ë 6= 1

2

êáé x

1

,x

2

åßíáé ïé ñßæåò �ïõ ðáñáðÜíù �ñéùíýìïõ ìå x

1

< x

2

, �ü�å :

i) íá áðïäåßîå�å ü�é

x

1

<

x

1

+ x

2

2

< x

2

(ÌïíÜäåò 4)

ii) íá äéá�Üîå�å áðü �ïí ìéêñü�åñï ðñïò �ïí ìåãáëý�åñï �ïõò áñéèìïýò

f(x

2

)� f

(
x

1

+ x

2

2

)

� f(x

2

+ 1)�

(ÌïíÜäåò 5)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4833 Ìßá õðïëïãéó�éêÞ ìç÷áíÞ Ý÷åé ðñïãñáììá�éó�åß Ý�óé þó�å,

ü�áí åéóÜãå�áé óå áõ�Þí Ýíáò ðñáãìá�éêüò áñéèìüò x, íá äßíåé ùò åîáãüìåíï �ïí áñéèìü

ë ðïõ äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç:

ë = (2x + 5)

2 − 8x (1)

á) Áí ï åéóáãüìåíïò áñéèìüò åßíáé �ï −5, ðïéïò åßíáé ï åîáãüìåíïò; (ÌïíÜäåò 6)

â) Áí ï åîáãüìåíïò áñéèìüò åßíáé �ï 20, ðïéïò ìðïñåß íá åßíáé ï åéóáãüìåíïò;

(ÌïíÜäåò 6)

ã) Íá ãñÜøå�å �ç ó÷Ýóç (1) ó�ç ìïñöÞ 4x

2

+ 12x + (25− ë) = 0 êáé ó�ç óõíÝ÷åéá:

i) íá áðïäåßîå�å ü�é ïðïéáäÞðï�å �éìÞ êáé íá Ý÷åé ï åéóáãüìåíïò áñéèìüò x, ï åîá-

ãüìåíïò áñéèìüò ë äåí ìðïñåß íá åßíáé ßóïò ìå 5.

(ÌïíÜäåò 6)

ii) íá ðñïóäéïñßóå�å �éò äõíá�Ýò �éìÝò �ïõ åîáãüìåíïõ áñéèìïý ë.

(ÌïíÜäåò 7)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4835 Äßíå�áé ç åîßóùóç x

2 − âx + ã = 0 ìå â, ã ðñáãìá�éêïýò

áñéèìïýò. Áí ç ðáñáðÜíù åîßóùóç Ý÷åé äýï ñßæåò Üíéóåò ãéá �éò ïðïßåò éó÷ýåé |x
1

+x

2

| = 4,

�ü�å:

á) Íá âñåß�å �éò äõíá�Ýò �éìÝò �ïõ â. (ÌïíÜäåò 6)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é ã < 4. (ÌïíÜäåò 7)

ã) Äßíå�áé åðéðëÝïí ç åîßóùóç x

2 − â|x| + 3 = 0 (1) Íá åîå�Üóå�å ãéá ðïéá áðü �éò �éìÝò

�ïõ â ðïõ âñÞêá�å ó�ï (á) åñþ�çìá, ç åîßóùóç (1) äåí Ý÷åé ðñáãìá�éêÝò ñßæåò.

(ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4836 Äßíå�áé ç åîßóùóç x

2

�ëx + 1 = 0 (1) ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R.

á) Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ç åîßóùóç (1) Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò.

(ÌïíÜäåò 8)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é áí ï áñéèìüò ñ åßíáé ñßæá �çò åîßóùóçò (1), �ü�å êáé ï áñéèìüò

1

ñ

åßíáé åðßóçò ñßæá �çò åîßóùóçò. (ÌïíÜäåò 5)

ã) �éá ë > 2, íá áðïäåßîå�å ü�é:

i) Ïé ñßæåò x

1

, x

2

�çò åîßóùóçò (1) åßíáé áñéèìïß èå�éêïß.

ii) x

1

+ 4x

2

≥ 4. (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4853 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï áx

2

+âx+ã, á 6= 0 ìå ñßæåò �ïõò áñéèìïýò

1 êáé 2.

á) ×ñçóéìïðïéþí�áò �ïõò �ýðïõò ãéá �ï Üèñïéóìá S êáé �ï ãéíüìåíï P �ùí ñéæþí �ïõ

�ñéùíýìïõ, íá áðïäåßîå�å ü�é: ã = 2á êáé â = −3á. (ÌïíÜäåò 9)

â) Áí åðéðëÝïí ãíùñßæïõìå ü�é �ï �ñéþíõìï ðáßñíåé èå�éêÝò �éìÝò ãéá êÜèå x ∈ (1�2), �ü�å:

i) íá áðïäåßîå�å ü�é á < 0. (ÌïíÜäåò 9)

ii) íá ëýóå�å �çí áíßóùóç ãx

2

+ âx + á < 0. (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4857 Äßíå�áé ç åîßóùóç

áâx

2 − (á

2

+ â

2

)x + áâ = 0

üðïõ á, â äýï èå�éêïß áñéèìïß.

á) Íá äåßîå�å ü�é ç äéáêñßíïõóá Ä �çò åîßóùóçò åßíáé: Ä = (á

2 − â

2

)

2

(ÌïíÜäåò 8)

â) Íá âñåß�å �ç ó÷Ýóç ìå�áîý �ùí áñéèìþí á, â, þó�å ç åîßóùóç íá Ý÷åé äõï ñßæåò Üíéóåò,

�éò ïðïßåò íá ðñïóäéïñßóå�å, ùò óõíÜñ�çóç �ùí á, â. (ÌïíÜäåò 10)

ã) Áí ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò åßíáé (ÌïíÜäåò 7)

x

1

=

á

â

êáé x

2

=

â

á

�ü�å íá áðïäåßîå�å ü�é:

(1 + x

1

)(1 + x

2

) ≥ 4
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4858 Ìéá ðåñéâáëëïí�éêÞ ïñãÜíùóç îåêéíÜ íá êá�áãñÜöåé �ïí

ðëçèõóìü �ùí åëáöéþí óå ìéá äáóéêÞ ðåñéï÷Þ áðü �ï 2000 üðùò öáßíå�áé ó�ïí ðá-

ñáêÜ�ù ðßíáêá:

¸�ïò

2000 2001 2002 2003 2004

Áñéèìüò åëáöéþí

1300 1360 1420 1480 1540

Áí ï ðëçèõóìüò �ùí åëáöéþí óõíå÷ßóåé íá áõîÜíå�áé ìå �ïí ßäéï ó�áèåñü ñõèìü êáé

ìå�Ü �ï 2004:

á) Íá âñåß�å ìéá ó÷Ýóç ðïõ íá åðé�ñÝðåé �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëçèõóìïý �ùí åëáöéþí

ó�ï �Ýëïò êÜèå Ý�ïò áðü �ï 2000 êáé ìå�Ü. (ÌïíÜäåò 6)

â) Ìå �ç âïÞèåéá �çò ó÷Ýóçò áõ�Þò:

i) Íá ðñïóäéïñßóå�å �ïí ðëçèõóìü �ùí åëáöéþí ó�ï �Ýëïò �ïõ 2012. (ÌïíÜäåò 6)

ii) Íá ðñïâëÝøå�å �ï Ý�ïò ó�ï �Ýëïò �ïõ ïðïßïõ ï áñ÷éêüò ðëçèõóìüò �ùí 1300

åëáöéþí èá áõîçèåß êá�Ü 60%. (ÌïíÜäåò 6)

iii) Íá ðñïâëÝøå�å �ï Ý�ïò ðïõ ï ðëçèõóìüò �ùí åëáöéþí äå èá õðåñâåß �á 2600

åëÜöéá. (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4859 Èåùñïýìå �ï �ñéþíõìï f(x) = 3x

2

+ êx − 4, ìå ðáñÜìå�ñï

ê ∈ R
á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ãéá ïðïéáäÞðï�å �éìÞ �ïõ ê, �ï �ñéþíõìï Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé

Üíéóåò. (ÌïíÜäåò 10)

â) Ïé ñßæåò �ïõ �ñéùíýìïõ åßíáé ïìüóçìåò Þ å�åñüóçìåò; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ

óáò. (ÌïíÜäåò 5)

ã) Áí x

1

êáé x

2

åßíáé ïé ñßæåò �ïõ �ñéùíýìïõ êáé á, â äõï ðñáãìá�éêïß áñéèìïß þó�å íá

éó÷ýåé

á < x1 < x2 < â

íá ðñïóäéïñßóå�å �ï ðñüóçìï �ïõ ãéíïìÝíïõ: á · f(á) · â · f(â). Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí

áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4861 Ìéá ìðÜëá ðïõ åê�ïîåýå�áé êá�áêüñõöá ðñïò �á ðÜíù,

áöïý äéáãñÜøåé ìéá �ñï÷éÜ, ìå�Ü áðü êÜðïéï ÷ñüíï èá ðÝóåé ó�ï Ýäáöïò. Ôï ýøïò h

(óå m) áðü �ï Ýäáöïò, ó�ï ïðïßï âñßóêå�áé ç ìðÜëá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t (óå se) êá�Ü

�çí êßíçóÞ �çò, ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ç óõíÜñ�çóç:

h(t) = −5t2 + 10t + 1�05

á) Íá âñåß�å �éò �éìÝò h(0), h(1) êáé h(2) êáé íá åîçãÞóå�å �é ðáñéó�Üíïõí ó�ï ðëáßóéï �ïõ

ðñïâëÞìá�ïò. (ÌïíÜäåò 6)

â) Íá âñåß�å ìå�Ü áðü ðüóï ÷ñüíï ç ìðÜëá èá ö�Üóåé ó�ï Ýäáöïò. (ÌïíÜäåò 8)
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ã) Íá äåßîå�å ü�é �ï ýøïò ó�ï ïðïßï âñßóêå�áé ç ìðÜëá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t ìðïñåß íá

ðñïóäéïñéó�åß êáé áðü �ïí �ýðï: (ÌïíÜäåò 5)

h(t) = 5[1�21�(t�1)

2

℄

ä) Íá åîå�Üóå�å áí õðÜñ÷åé ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t

1

(óå se) ðïõ �ï ýøïò h �çò ìðÜëáò áðü

�ï Ýäáöïò èá åßíáé ðÜíù áðü 6�05 m (ÌïíÜäåò 6)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4862 Áí Ýíáò êÜ�ïéêïò ìéáò ðüëçò Á êá�áíáëþóåé x êõâéêÜ íåñïý

óå Ýíá ÷ñüíï, �ï ðïóü ðïõ èá ðñÝðåé íá ðëçñþóåé äßíå�áé (óå åõñþ) áðü �ç óõíÜñ�çóç:

f(x) =

{

12 + 0�5x áí 0 ≤ x ≤ 30

0�7x + 6 áí x > 30

á) Íá âñåß�å ðüóá åõñþ èá ðëçñþóåé üðïéïò:

i) Ýëåéðå áðü �ï óðß�é �ïõ êáé äåí åß÷å êá�áíáëþóåé íåñü. (ÌïíÜäåò 2)

ii) Ý÷åé êá�áíáëþóåé 10 êõâéêÜ ìÝ�ñá íåñïý. (ÌïíÜäåò 3)

ii) Ý÷åé êá�áíáëþóåé 50 êõâéêÜ ìÝ�ñá íåñïý. (ÌïíÜäåò 5)

â) Óå ìéá Üëëç ðüëç Â �ï ðïóü (óå åõñþ) ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå êá�áíÜëùóç x êõâéêþí

ìÝ�ñùí äßíå�áé áðü �ïí �ýðï:

g(x) = 12 + 0�6x ãéá x ≥ 0

¸íáò êÜ�ïéêïò �çò ðüëçò Á êáé Ýíáò êÜ�ïéêïò �çò ðüëçò Â êá�áíÜëùóáí �á ßäéá

êõâéêÜ íåñïý, ãéá �ï 2013. Áí ï êÜ�ïéêïò �çò ðüëçò Á ðëÞñùóå ìåãáëý�åñï ðïóü

ó�ï ëïãáñéáóìü �ïõ áðü �ïí êÜ�ïéêï �çò ðüëç Â, íá áðïäåßîå�å ü�é ï êÜèå Ýíáò áðü

�ïõò äýï êá�áíÜëùóå ðåñéóóü�åñá áðü 60 êõâéêÜ ìÝ�ñá íåñïý. (ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4886 Ó�ï ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá, äßíïí�áé ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò C

f

êáé C

g

�ùí óõíáñ�Þóåùí f êáé g áí�ßó�ïé÷á, ìå

f(x) = |x− 2| êáé g(x) =

1

3

x +

2

3

x ∈ R

Ó÷Þìá 6.
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á) Íá åê�éìÞóå�å �éò óõí�å�áãìÝíåò �ùí óçìåßùí �ïìÞò �ùí C

f

êáé C

g

. (ÌïíÜäåò 6)

â) Íá åðéâåâáéþóå�å áëãåâñéêÜ �çí áðÜí�çóÞ óáò ó�ï åñþ�çìá á). (ÌïíÜäåò 8)

ã) Ìå �ç âïÞèåéá �ùí ãñáöéêþí ðáñáó�Üóåùí, íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ x ç C

f

âñßóêå�áé ðÜíù áðü �ç C

g

. (ÌïíÜäåò 6)

ä) Ìå �ç âïÞèåéá �ïõ åñù�Þìá�ïò ã), íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ x Ý÷åé íüçìá ðñáãìá-

�éêïý áñéèìïý ç ðáñÜó�áóç:

K =

√

3|2− x| − (x + 2)

(ÌïíÜäåò 5)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4903 Äßíå�áé ç åîßóùóç ëx

2

+ (2ë − 1)x + ë − 1 = 0, ìå ðáñÜìå�ñï

ë ∈ R− {0}
á) Íá äåßîå�å ü�é ç äéáêñßíïõóá Ä �çò åîßóùóçò åßíáé áíåîÜñ�ç�ç �ïõ ë, äçëáäÞ ó�áèåñÞ.

(ÌïíÜäåò 8)

â) Íá ðñïóäéïñßóå�å �éò ñßæåò �çò åîßóùóçò óõíáñ�Þóåé �ïõ ë. (ÌïíÜäåò 7)

ã) Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë ç áðüó�áóç �ùí ñéæþí �çò åîßóùóçò ó�ïí Üîïíá �ùí

ðñáãìá�éêþí áñéèìþí åßíáé ßóç ìå 2 ìïíÜäåò. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4912 Èåùñïýìå �éò óõíáñ�Þóåéò f(x) = x

2

+ 1 êáé g(x) = x + á, ìå

x ∈ R êáé á ∈ R.

á) �éá á = 1, íá ðñïóäéïñßóå�å �á êïéíÜ óçìåßá �ùí ãñáöéêþí ðáñáó�Üóåùí �ùí óõíá-

ñ�Þóåùí f êáé g. (ÌïíÜäåò5)

â) Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ á ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí óõíáñ�Þóåùí f êáé g

�Ýìíïí�áé óå äõï óçìåßá. (ÌïíÜäåò 10)

ã) �éá á > 1, íá åîå�Üóå�å áí ïé �å�ìçìÝíåò �ùí óçìåßùí �ïìÞò �ùí ãñáöéêþí ðáñáó�Ü-

óåùí �ùí óõíáñ�Þóåùí f êáé g åßíáé ïìüóçìåò Þ å�åñüóçìåò. (ÌïíÜäåò10)

¢

óêçóçGI.A.ALG.4.4925 Óå áñéèìç�éêÞ ðñüïäï åßíáé á

2

= ê

2

êáé á

3

= (ê+1)

2

, ê áêÝñáéïò

ìå ê > 1.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç äéáöïñÜ ù �çò ðñïüäïõ åßíáé áñéèìüò ðåñé��üò. (ÌïíÜäåò 8)

â) Áí åðéðëÝïí ï ðñþ�ïò üñïò �çò åßíáé á

1

= 2, �ü�å:

i) Íá âñåß�å �ïí áñéèìü ê êáé íá áðïäåßîå�å ü�é ù = 7. (ÌïíÜäåò 8)

ii) Íá åîå�Üóå�å áí ï áñéèìüò 1017 åßíáé üñïò �çò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4946

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç: |x− 3| ≤ 5 (ÌïíÜäåò 7)

â) Íá áðåéêïíßóå�å �ï óýíïëï �ùí ëýóåùí �çò áíßóùóçò áõ�Þò ðÜíù ó�ïí Üîïíá �ùí

ðñáãìá�éêþí áñéèìþí êáé íá åñìçíåýóå�å �ï áðï�Ýëåóìá, ìå âÜóç �ç ãåùìå�ñéêÞ

óçìáóßá �çò ðáñÜó�áóçò |x− 3| (ÌïíÜäåò 5)
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ã) Íá âñåß�å üëïõò �ïõò áêÝñáéïõò áñéèìïýò x ðïõ éêáíïðïéïýí �çí áíßóùóç

|x− 3| ≤ 5

(ÌïíÜäåò 5)

ä) Íá âñåß�å �ï ðëÞèïò �ùí áêÝñáéùí áñéèìþí x ðïõ éêáíïðïéïýí �çí áíßóùóç

||x| − 3| ≤ 5

Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóç óáò. (MïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4952

á) Èåùñïýìå �çí åîßóùóç x

2

+ 2x + 3 = á, ìå ðáñÜìå�ñï á ∈ R.

i) Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ á ç åîßóùóç x

2

+2x+3 = á Ý÷åé äõï ñßæåò ðñáãìá�éêÝò

êáé Üíéóåò. (ÌïíÜäåò 6)

ii) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ á þó�å ç åîßóùóç íá Ý÷åé äéðëÞ ñßæá, �çí ïðïßá êáé íá

ðñïóäéïñßóå�å. (ÌïíÜäåò 6)

â) Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï

f(x) = x

2

+ 2x + 3� x ∈ R

i) Íá áðïäåßîå�å ü�é f(x) ≥ 2, ãéá êÜèå x ∈ R (ÌïíÜäåò 7)

ii) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç

√

f(x)− 2 ≤ 2 (ÌïíÜäåò 6)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4957 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï:

ëx

2 − (ë

2

+ 1)x + ë� ë ∈ R− {0}

á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá Ä �ïõ �ñéùíýìïõ êáé íá áðïäåßîå�å ü�é �ï �ñéþíõìï Ý÷åé

ñßæåò ðñáãìá�éêÝò ãéá êÜèå ë ∈ R− {0} (ÌïíÜäåò 8)

â) Áí x

1

, x

2

åßíáé ïé ñßæåò �ïõ �ñéùíýìïõ, íá åêöñÜóå�å �ï Üèñïéóìá S = x

1

+x

2

óõíáñ�Þóåé

�ïõ ë 6= 0 êáé íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ ãéíïìÝíïõ P = x

1

· x
2

�ùí ñéæþí. (ÌïíÜäåò 5)

ã) Áí ë > 0, �ï ðáñáðÜíù �ñéþíõìï Ý÷åé ñßæåò èå�éêÝò Þ áñíç�éêÝò; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí

áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 6)

ä) �éá êÜèå ë > 0, áí x

1

, x

2

åßíáé ïé ñßæåò �ïõ ðáñáðÜíù �ñéùíýìïõ. íá áðïäåßîå�å ü�é

√

x

1

x

2

≤ x

1

+ x

2

2

(ÌïíÜäåò 6)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4962 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï: ëx

2 − (ë

2

+ 1)x + ë, ë ∈ R− {0}
á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá Ä �ïõ �ñéùíýìïõ êáé íá áðïäåßîå�å ü�é �ï �ñéþíõìï Ý÷åé

ñßæåò ðñáãìá�éêÝò ãéá êÜèå ë ∈ R− {0}. (ÌïíÜäåò 8)
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â) Áí x

1

, x

2

åßíáé ïé ñßæåò �ïõ �ñéùíýìïõ, íá åêöñÜóå�å �ï Üèñïéóìá S = x

1

+x

2

óõíáñ�Þóåé

�ïõ ë 6= 0 êáé íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ ãéíïìÝíïõ P = x

1

· x
2

�ùí ñéæþí. (ÌïíÜäåò 5)

ã) Áí ë > 0 �ï ðáñáðÜíù �ñéþíõìï Ý÷åé ñßæåò èå�éêÝò Þ áñíç�éêÝò; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí

áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 6)

ä) Áí 0 < ë 6= 1 êáé x

1

, x

2

åßíáé ïé ñßæåò �ïõ ðáñáðÜíù �ñéùíýìïõ, �ü�å íá óõãêñßíå�å

�ïõò áñéèìïýò

x

1

+ x

2

2

êáé 1

(ÌïíÜäåò 6)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4970 Äßíå�áé ç åîßóùóç:

2x

2

+ ëx�36 = 0 (1)

ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R.
á) Íá äåßîå�å ü�é, ãéá êÜèå �éìÞ �ïõ ë, ç åîßóùóç (1) Ý÷åé äýï ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò.

(ÌïíÜäåò 8)

â) ÕðïèÝ�ïõìå �þñá ü�é ìßá áðü �éò ñßæåò �çò åîßóùóçò (1) åßíáé ï áñéèìüò ñ.

(i) Íá äåßîå�å ü�é ï áñéèìüò −ñ åßíáé ñßæá �çò åîßóùóçò

2x

2 − ëx�36 = 0

(ÌïíÜäåò 7)

(ii) Íá äåßîå�å ü�é:

� ñ 6= 0 êáé

� ï áñéèìüò

1

ñ

åßíáé ñßæá �çò åîßóùóçò:

−36x2 + ëx + 2 = 0

(ÌïíÜäåò 4+6=10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4975

á) Äßíå�áé ç äé�å�ñÜãùíç åîßóùóç:

x

4

�8x

2

�9 = 0

Íá äåßîå�å ü�é ç åîßóùóç áõ�Þ Ý÷åé äýï ìüíï ðñáãìá�éêÝò ñßæåò, �éò ïðïßåò êáé íá

ðñïóäéïñßóå�å. (ÌïíÜäåò 10)

â) �åíéêåýïí�áò �ï ðáñÜäåéãìá �ïõ ðñïçãïýìåíïõ åñù�Þìá�ïò, èåùñïýìå �ç äé�å�ñÜ-

ãùíç åîßóùóç:

x

4

+ âx

2

+ ã = 0 (1)

ìå ðáñáìÝ�ñïõò â�ã ∈ R Íá äåßîå�å ü�é: Áí ã < 0 �ü�å

i) â

2

�4ã > 0 (ÌïíÜäåò 3)

ii) ç åîßóùóç (1) Ý÷åé äýï ìüíï äéáöïñå�éêÝò ðñáãìá�éêÝò ñßæåò. (ÌïíÜäåò 12)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.4992

á) Äßíå�áé ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï ìå ðåñßìå�ñï � = 34 m êáé äéáãþíéï ä = 13 m

i) Íá äåßîå�å ü�é �ï åìâáäüí �ïõ ïñèïãùíßïõ åßíáé E = 60 m

2

. (ÌïíÜäåò 5)

ii) Íá êá�áóêåõÜóå�å ìéá åîßóùóç 2

ïõ

âáèìïý ðïõ íá Ý÷åé ñßæåò �á ìÞêç �ùí ðëåõ-

ñþí �ïõ ïñèïãùíßïõ. (ÌïíÜäåò5)

iii) Íá âñåß�å �á ìÞêç �ùí ðëåõñþí �ïõ ïñèïãùíßïõ. (ÌïíÜäåò 5)

â) Íá åîå�Üóå�å áí õðÜñ÷åé ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï ìå åìâáäüí 40 m

2

êáé äéá-

ãþíéï 8 m. (ÌïíÜäåò10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.5275 �éá �çí åíïéêßáóç åíüò óõãêåêñéìÝíïõ �ýðïõ áõ�ïêéíÞ�ïõ ãéá

ìßá çìÝñá, ç å�áéñåßá Á ÷ñåþíåé �ïõò ðåëÜ�åò �çò óýìöùíá ìå �ïí �ýðï:

y = 60 + 0�20x

üðïõ x åßíáé ç áðüó�áóç ðïõ äéáíýèçêå óå Km êáé y åßíáé �ï ðïóü �çò ÷ñÝùóçò óå åõñþ.

á) Ôé ðïóü èá ðëçñþóåé Ýíáò ðåëÜ�çò �çò å�áéñåßáò Á, ï ïðïßïò óå ìßá çìÝñá �áîßäåøå

400 Km; (ÌïíÜäåò 5)

â) �üóá ÷éëéüìå�ñá ïäÞãçóå Ýíáò ðåëÜ�çò ï ïðïßïò, ãéá ìßá çìÝñá, ðëÞñùóå 150 åõñþ;

(ÌïíÜäåò 5)

ã) Ìßá Üëëç å�áéñåßá, ç Â, ÷ñåþíåé �ïõò ðåëÜ�åò �çò áíÜ çìÝñá óýìöùíá ìå �ïí �ýðï

y = 80 + 0�10x

üðïõ, üðùò ðñïçãïõìÝíùò, x åßíáé ç áðüó�áóç ðïõ äéáíýèçêå óå Km êáé y åßíáé �ï

ðïóü �çò ÷ñÝùóçò óå åõñþ. Íá åîå�Üóå�å ðïéá áðü �éò äýï å�áéñåßåò ìáò óõìöÝñåé

íá åðéëÝîïõìå, áíÜëïãá ìå �çí áðüó�áóç ðïõ óêïðåýïõìå íá äéáíýóïõìå.

(ÌïíÜäåò 10)

ä) Áí

f(x) = 60 + 0�20 · x êáé g(x) = 80 + 0�10 · x

åßíáé ïé óõíáñ�Þóåéò ðïõ åêöñÜæïõí �ïí �ñüðï ÷ñÝùóçò �ùí å�áéñåéþí Á êáé Â áí�ß-

ó�ïé÷á, íá âñåß�å �éò óõí�å�áãìÝíåò �ïõ óçìåßïõ �ïìÞò �ùí ãñáöéêþí ðáñáó�Üóåùí

�ùí óõíáñ�Þóåùí f êáé g êáé íá åîçãÞóå�å �é åêöñÜæåé ç �éìÞ êáèåìéÜò áðü áõ�Ýò �éò

óõí�å�áãìÝíåò óå ó÷Ýóç ìå �ï ðñüâëçìá �ïõ åñù�Þìá�ïò (ã). (ÌïíÜäåò 5)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.5285 Äßíïí�áé ïé åîéóþóåéò

x

2 − 3x + 2 = 0 (1) êáé

x

4 − 3x2 + 2 = 0 (2)

á) Íá âñåß�å �éò ñßæåò �çò åîßóùóçò (1). (ÌïíÜäåò 5)

â) Íá âñåß�å �éò ñßæåò �çò åîßóùóçò (2). (ÌïíÜäåò 10)
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ã) Íá âñåß�å �ñéþíõìï �çò ìïñöÞò x

2

+ âx + ã ðïõ ïé ñßæåò �ïõ íá åßíáé êÜðïéåò áðü �éò

ñßæåò �çò åîßóùóçò (2) êáé åðéðëÝïí, ãéá êÜèå áñíç�éêü áñéèìü x , íá Ý÷åé èå�éêÞ �éìÞ.

(ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.5316 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï: x

2

+ âx + â

2

, üðïõ â ∈ R
á) Íá õðïëïãßóå�å �ç äéáêñßíïõóá �ïõ �ñéùíýìïõ. (ÌïíÜäåò 4)

â)

i) Áí â 6= 0 �é ìðïñåß�å íá ðåß�å ãéá �ï ðñüóçìï �ïõ �ñéùíýìïõ; (ÌïíÜäåò 7)

ii) �þò áëëÜæåé ç áðÜí�çóÞ óáò ó�ï åñþ�çìá (i), ü�áí â = 0 (ÌïíÜäåò 6)

ã) Ìå �ç âïÞèåéá �çò áðÜí�çóÞò ó�ï åñþ�çìá (â), íá áðïäåßîå�å ü�é éó÷ýåé ç áíéóü�ç�á

á

2

+ áâ + â

2

> 0

ãéá ïðïéïõóäÞðï�å ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò á, â ðïõ äåí åßíáé êáé ïé äýï �áõ�ü÷ñïíá

0. (ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.5317

á) Äßíå�áé ç äé�å�ñÜãùíç åîßóùóç:

x

4

�9x

2

+ 20 = 0

Ná äåßîå�å ü�é ç åîßóùóç áõ�Þ Ý÷åé �Ýóóåñéò äéáöïñå�éêÝò ðñáãìá�éêÝò ñßæåò, �éò ïðïßåò

êáé íá ðñïóäéïñßóå�å. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá êá�áóêåõÜóå�å ìßá äé�å�ñÜãùíç åîßóùóç �çò ìïñöÞò

x

4

+ âx

2

+ ã = 0

ç ïðïßá íá Ý÷åé äýï ìüíï äéáöïñå�éêÝò ðñáãìá�éêÝò ñßæåò. Íá áðïäåßîå�å �ïí éó÷õñé-

óìü óáò ëýíïí�áò �çí åîßóùóç ðïõ êá�áóêåõÜóá�å. (ÌïíÜäåò15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.5322 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï: x

2

�2x�8

á) Íá âñåß�å �ï ðñüóçìï �ïõ �ñéùíýìïõ ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ ðñáãìá�éêïý áñéèìïý

x

(ÌïíÜäåò 10)

â) Áí ê =

8889

4444

åßíáé ç �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò: ê

2

�2ê�8 ìçäÝí, èå�éêüò Þ áñíç�éêüò áñéèìüò;

Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 8)

ã) Áí éó÷ýåé −4 < ì < 4, �é ìðïñåß�å íá ðåß�å ãéá �ï ðñüóçìï �çò �éìÞò �çò ðáñÜó�áóçò:

ì

2

�2|ì| − 8

Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 7)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.5879

Ëáãüò, ×åëþíá.

Ï áãþíáò äñüìïõ áíÜìåóá ó�ç ÷åëþíá êáé �ï ëáãü ãßíå�áé óýìöùíá ìå �ïõò áêü-

ëïõèïõò êáíüíåò:

� Ç äéáäñïìÞ åßíáé �ìÞìá åíüò åõèýãñáììïõ äñüìïõ.

� Ï ëáãüò îåêéíÜåé �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t = 0 áðü Ýíá óçìåßï Ï.

� Ôï �Ýñìá âñßóêå�áé óå óçìåßï Ì ìå ÏÌ > 600 ìÝ�ñá.

� Ç ÷åëþíá îåêéíÜåé �ç ó�éãìÞ t = 0 ìå ðñïâÜäéóìá, äçëáäÞ áðü Ýíá óçìåßï Á ðïõ

âñßóêå�áé ìå�áîý �ïõ Ï êáé �ïõ Ì, ìå ÏÁ = 600 ìÝ�ñá. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é, ãéá t ≥ 0, ç

áðüó�áóç �ïõ ëáãïý áðü �ï Ï �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t min äßíå�áé áðü �ïí �ýðï

S

Ë

(t) = 10t

2

ìÝ�ñá, åíþ ç áðüó�áóç �çò ÷åëþíáò áðü �ï Ï �ç ó�éãìÞ t min äßíå�áé áðü �ïí �ýðï

S

×

(t) = 600 + 40t

ìÝ�ñá.

á) Íá âñåß�å óå ðüóç áðüó�áóç áðü �ï Ï èá ðñÝðåé íá âñßóêå�áé �ï �Ýñìá Ì, þó�å ç

÷åëþíá íá êåñäßóåé �ïí áãþíá. (ÌïíÜäåò 10)

â) ÕðïèÝ�ïõìå �þñá ü�é ç áðüó�áóç �ïõ �Ýñìá�ïò Ì áðü �ï Ï åßíáé ÏÌ = 2250 ìÝ�ñá.

Íá âñåß�å:

i) �ïéá ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ ï ëáãüò ö�Üíåé �ç ÷åëþíá. (ÌïíÜäåò 5)

ii) �ïéïò áðü �ïõò äýï äñïìåßò ðñïçãåß�áé �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t = 12min êáé ðïéá åßíáé

�ü�å ç ìå�áîý �ïõò áðüó�áóç. (ÌïíÜäåò 5)

iii) �ïéá ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ �åñìá�ßæåé ï íéêç�Þò �ïõ áãþíá. (ÌïíÜäåò 5)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.5882 Äßíïí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò

f(x) = (x− 1)2�4 êáé

g(x) = |x− 1| + 2 ìå x ∈ R

á) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ x ãéá �éò ïðïßåò ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò f

âñßóêå�áé ðÜíù áðü �ïí Üîïíá x

′
x. (ÌïíÜäåò 9)

â) Íá äåßîå�å ü�é, ãéá êÜèå �éìÞ �ïõ x ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò g âñßóêå�áé

ðÜíù áðü �ïí Üîïíá x

′
x. (ÌïíÜäåò 4)

ã) Íá âñåß�å �á êïéíÜ óçìåßá �ùí ãñáöéêþí ðáñáó�Üóåùí �ùí óõíáñ�Þóåùí f êáé g.

(ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.5884 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï

f(x) = x

2

�6x + ë�3� ìå ë ∈ R

á) Íá õðïëïãßóå�å �ç äéáêñßíïõóá Ä �ïõ �ñéùíýìïõ. (ÌïíÜäåò 5)

â) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ ë ãéá �éò ïðïßåò �ï �ñéþíõìï Ý÷åé äýï Üíéóåò ðñáãìá�éêÝò ñßæåò.

(ÌïíÜäåò 7)

ã) Áí 3 < ë < 12, �ü�å:

(i) Íá äåßîå�å ü�é �ï �ñéþíõìï Ý÷åé äýï Üíéóåò èå�éêÝò ñßæåò. (ÌïíÜäåò 6)

(ii) Áí x

1

, x

2

ìå x

1

< x

2

åßíáé ïé äýï ñßæåò �ïõ �ñéùíýìïõ êáé ê, ì åßíáé äýï áñéèìïß ìå

ê < 0 êáé x

1

< ì < x

2

, íá ðñïóäéïñßóå�å �ï ðñüóçìï �ïõ ãéíïìÝíïõ ê · f(ê) · ì · f(ì).
Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.5885

á)

i) Íá âñåß�å �éò ñßæåò �ïõ �ñéùíýìïõ: x

2

+ 9x + 18 (ÌïíÜäåò 4)

ii) Íá ëýóå�å �çí åîßóùóç: |x + 3| + |x2 + 9x + 18| = 0 (ÌïíÜäåò 7)

â)

i) Íá âñåß�å �ï ðñüóçìï �ïõ �ñéùíýìïõ x

2

+ 9x + 18, ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ

ðñáãìá�éêïý áñéèìïý x. (ÌïíÜäåò 7)

ii) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ x ãéá �éò ïðïßåò éó÷ýåé:

|x2 + 9x + 18| = −x2 − 9x− 18

(ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.6143 Ó�çí Á

′
�Üîç åíüò Ëõêåßïõ �çò Êáñäß�óáò ç óýìâïõëïò �ùí

ìáèçìá�éêþí ðñüêåé�áé íá ðñáãìá�ïðïéÞóåé ìéá äñáó�çñéü�ç�á. ÅðåéäÞ üìùò äåí ãíù-

ñßæåé �ï ðëÞèïò �ùí ìáèç�þí �çò �Üîçò, óõìâïõëåýå�áé �ï �õìíáó�Þ �ïõ ó÷ïëåßïõ, ðïõ

ó�ïé÷ßæåé �ïõò ìáèç�Ýò ãéá �éò ðáñåëÜóåéò êáé åêåßíïò �çò áðáí�Ü ìå Ýíá ðñüâëçìá:
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Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò
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«Ìðïñþ íá �ïðïèå�Þóù üëïõò �ïõò ìáèç�Ýò óå x óåéñÝò ìå x − 1 ìáèç�Ýò óå êÜèå

óåéñÜ. Áí üìùò èåëÞóù íá �ïõò �ïðïèå�Þóù óå x + 3 óåéñÝò ìå x − 3 ìáèç�Ýò óå êÜèå

óåéñÜ, èá ìïõ ëåßðåé Ýíáò ìáèç�Þò».

á) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ x (ÌïíÜäåò 6)

â) Íá áðïäåßîå�å ç Á

′
�Üîç Ý÷åé 90 ìáèç�Ýò. (ÌïíÜäåò 6)

ã) Ç óýìâïõëïò óêïðåýåé íá ìïéñÜóåé �ïõò ðáñáðÜíù 90 ìáèç�Ýò óå í ïìÜäåò åñãá-

óßáò, þó�å ó�çí ðñþ�ç ïìÜäá íá ðÜíå 2 ìáèç�Ýò êáé óå êÜèå åðüìåíç ïìÜäá íá

ðçãáßíïõí 2 ðáñáðÜíù êÜèå öïñÜ. Íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ í, äçëáäÞ ðüóåò ïìÜäåò

åñãáóßáò èá äçìéïõñãçèïýí. (ÌïíÜäåò 13)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.6144 Ìéá çìÝñá, ó�ï �ìÞìá Á1 åíüò Ëõêåßïõ, �ï

1

4

�ùí ìáèç�þí

äåí Ý÷åé äéáâÜóåé ïý�å ¢ëãåâñá ïý�å �åùìå�ñßá, åíþ �o

1

3

�ùí ìáèç�þí Ý÷åé äéáâÜóåé êáé

�á äýï áõ�Ü ìáèÞìá�á. Ç êáèçãÞ�ñéá �ùí ìáèçìá�éêþí åðéëÝãåé �õ÷áßá Ýíá ìáèç�Þ ãéá

íá �ïí åîå�Üóåé. Ïñßæïõìå �á åíäå÷üìåíá:

Á: ï ìáèç�Þò íá Ý÷åé äéáâÜóåé ¢ëãåâñá

�: ï ìáèç�Þò íá Ý÷åé äéáâÜóåé �åùìå�ñßá

á) Íá ðáñáó�Þóå�å ìå äéÜãñáììá Venn êáé ìå ÷ñÞóç �çò ãëþóóáò �ùí óõíüëùí �á

äåäïìÝíá �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. (ÌïíÜäåò 9)

â) Íá õðïëïãßóå�å �çí ðéèáíü�ç�á ï ìáèç�Þò:

(i) íá Ý÷åé äéáâÜóåé Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí áðü �á äýï ìáèÞìá�á

(ii) íá Ý÷åé äéáâÜóåé Ýíá ìüíï áðü �á äõï ìáèÞìá�á.

(ÌïíÜäåò 8)

ã) Áí ãíùñßæïõìå åðéðëÝïí ü�é ïé ìéóïß áðü �ïõò ìáèç�Ýò Ý÷ïõí äéáâÜóåé �åùìå�ñßá, íá

âñåß�å �çí ðéèáíü�ç�á ï ìáèç�Þò:

i) íá Ý÷åé äéáâÜóåé �åùìå�ñßá

ii) íá Ý÷åé äéáâÜóåé ¢ëãåâñá

(ÌïíÜäåò 8)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.6146 Ó�ï ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá äßíå�áé ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç ìéáò

óõíÜñ�çóçò f : R→ R êáé �çò óõíÜñ�çóçò g(x) = −2x + 2.

Ó÷Þìá 7.

Ìå �ç âïÞèåéá �ïõ ó÷Þìá�ïò, íá âñåß�å:

á) Ôéò �éìÝò �ïõ x ãéá �éò ïðïßåò éó÷ýåé f(x) = −2x + 2. (ÌïíÜäåò 6)

â) Ôéò �éìÝò f(−1), f(0), f(1). (ÌïíÜäåò 6)

ã) Ôéò �éìÝò �ïõ x, ãéá �éò ïðïßåò ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f âñßóêå�áé ðÜíù áðü �ç

ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò g. (ÌïíÜäåò 6)

ä) Ôéò �éìÝò �ïõ x, ãéá �éò ïðïßåò ç ðáñÜó�áóç Á =

√

f(x) + 2x− 2 Ý÷åé íüçìá ðñáãìá�éêïý

áñéèìïý. (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.6223 Äßíå�áé ç åîßóùóç: x

2 − 5ëx− 1 = 0, ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R
á) Íá áðïäåßîå�å ü�é, ãéá êÜèå ë ∈ R, ç åîßóùóç Ý÷åé äýï ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò.

(ÌïíÜäåò 7)

â) Áí x

1

, x

2

åßíáé ïé ñßæåò �çò ðáñáðÜíù åîßóùóçò, �ü�å:

i) Íá ðñïóäéïñßóå�å �éò �éìÝò �ïõ ë ∈ R, ãéá �éò ïðïßåò éó÷ýåé:

(x

1

+ x

2

)

2 − 18− 7(x
1

· x
2

)

24

= 0

(ÌïíÜäåò9)
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ii) �éá ë = 1, íá âñåß�å �çí �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò:

x

2

1

x

2

− 3x

1

+ 4− 3x

2

+ x

1

x

2

2

(ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.6224 Ïé ðëåõñÝò x

1

, x

2

åíüò ïñèïãùíßïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ åßíáé

ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò:

x

2 − 4

(

ë +

1

ë

)

x + 16 = 0� ë ∈ (0�4)

á) Íá âñåß�å:

i) �çí ðåñßìå�ñï � �ïõ ïñèïãùíßïõ óõíáñ�Þóåé �ïõ ë. (ÌïíÜäåò 6)

ii) �ï åìâáäüí Å �ïõ ïñèïãùíßïõ. (ÌïíÜäåò 6)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é � ≥ 16, ãéá êÜèå ë ∈ (0�4). (ÌïíÜäåò 7)

ã) �éá ðïéá �éìÞ �ïõ ë ç ðåñßìå�ñïò � �ïõ ïñèïãùíßïõ ãßíå�áé åëÜ÷éó�ç, äçëáäÞ ßóç ìå

16; Ôé ìðïñåß�å íá ðåß�å �ü�å ãéá �ï ïñèïãþíéï; (ÌïíÜäåò 6)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.6226 Ïé ðëåõñÝò x

1

, x

2

åíüò ïñèïãùíßïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ åßíáé

ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò

x

2

�2x + ë(2�ë) = 0 ìå ë ∈ (0�2)

á) Íá âñåß�å:

i) �çí ðåñßìå�ñï � �ïõ ïñèïãùíßïõ. (ÌïíÜäåò 6)

ii) �ï åìâáäüí Å �ïõ ïñèïãùíßïõ óõíáñ�Þóåé �ïõ ë. (ÌïíÜäåò 6)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é Å ≤ 1, ãéá êÜèå ë ∈ (0�2) (ÌïíÜäåò 7)

ã) �éá ðïéá �éìÞ �ïõ ë �ï åìâáäüí Å �ïõ ïñèïãùíßïõ ãßíå�áé ìÝãéó�ï, äçëáäÞ ßóï ìå 1;

Ôé ìðïñåß�å íá ðåß�å �ü�å ãéá �ï ïñèïãþíéï; (ÌïíÜäåò 6)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.6227

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç: x

2 − 5x− 6 < 0. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá âñåß�å �ï ðñüóçìï �ïõ áñéèìïý

K =

(

−46
47

)
2

+ 5

46

47

− 6

êáé íá áé�éïëïãÞóå�å �ï óõëëïãéóìü óáò. (ÌïíÜäåò 7)

ã) Áí á ∈ (−6�6), íá âñåß�å �ï ðñüóçìï �çò ðáñÜó�áóçò

Ë = a

2 − 5|a| − 6

Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 8)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.6228 Èåùñïýìå ïñèïãþíéï �ñßãùíï ÁÂ� (Á = 90

ï

) ìå êÜèå�åò

ðëåõñÝò ðïõ Ý÷ïõí ìÞêç x, y �Ý�ïéá, þó�å: x + y = 10.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï åìâáäüí �ïõ �ñéãþíïõ ÁÂ� óõíáñ�Þóåé �ïõ x äßíå�áé áðü �ïí

�ýðï:

E(x) =

1

2

(−x2 + 10x)� x ∈ (0�10)

(ÌïíÜäåò 9)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é

E(x) ≤ 25

2

ãéá êÜèå x ∈ (0�10). (ÌïíÜäåò 8)

ã) �éá ðïéá �éìÞ �ïõ x ∈ (0�10) �ï åìâáäüí E(x) ãßíå�áé ìÝãéó�ï, äçëáäÞ ßóï ìå

25

2

;

Ôé ðáñá�çñåß�å �ü�å ãéá �ï �ñßãùíï ÁÂ�; (ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.6229 Óå ìéá ðüëç �çò Åõñþðçò ìéá å�áéñåßá ÔÁ×É ìå �ï üíïìá

�RED� ÷ñåþíåé 1 åõñþ ìå �çí åßóïäï ó�ï ÔÁ×É êáé 0�6 åõñþ ãéá êÜèå ÷éëéüìå�ñï ðïõ

äéáíýåé ï ðåëÜ�çò.

Ìéá Üëëç å�áéñåßá ÔÁ×É ìå �ï üíïìá �YELLOW� ÷ñåþíåé 2 åõñþ ìå �çí åßóïäï ó�ï ÔÁXÉ

êáé 0�4 åõñþ ãéá êÜèå ÷éëéüìå�ñï ðïõ äéáíýåé ï ðåëÜ�çò. Ïé ðáñáðÜíù �éìÝò éó÷ýïõí ãéá

áðïó�Üóåéò ìéêñü�åñåò áðü 15 ÷éëéüìå�ñá.

á)

i) Áí f(x) åßíáé �ï ðïóü ðïõ ÷ñåþíåé ç å�áéñåßá �RED� ãéá ìéá äéáäñïìÞ x ÷éëéïìÝ�ñùí

íá óõìðëçñþóå�å �ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêá. (ÌïíÜäåò 3)

x (km)

0

2

8

f(x)

ii) Áí g(x) åßíáé �ï ðïóü ðïõ ÷ñåþíåé ç å�áéñåßá �YELLOW� ãéá ìéá äéáäñïìÞ x

÷éëéïìÝ�ñùí íá óõìðëçñþóå�å �ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêá. (ÌïíÜäåò 3)

x (km)

g(x) (åõñþ)

2

3�2 4�8

â) Íá âñåß�å �á ðåäßá ïñéóìïý �ùí óõíáñ�Þóåùí f, g êáé �ïõò �ýðïõò �ïõò f(x), g(x).

(ÌïíÜäåò 8)

ã) Íá ó÷åäéÜóå�å �éò ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí óõíáñ�Þóåùí f, g êáé íá âñåß�å ãéá

ðïéåò áðïó�Üóåéò ç åðéëïãÞ �çò å�áéñåßáò �RED� åßíáé ðéï ïéêïíïìéêÞ, áé�éïëïãþí�áò

�çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 8)

ä) Áí äõï ðåëÜ�åò Á êáé Â ìå�áêéíçèïýí ìå �çí å�áéñåßá �RED� êáé ï ðåëÜ�çò Á äéáíýóåé

3 ÷éëéüìå�ñá ðáñáðÜíù áðü �ïí Â, íá âñåß�å ðüóï ðáñáðÜíù èá ðëçñþóåé ï Á óå

ó÷Ýóç ìå �ïí Â. (ÌïíÜäåò 3)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.6231 Ó�ï åðüìåíï ó÷Þìá �ï ÁÂ�Ä åßíáé �å�ñÜãùíï ðëåõñÜò ÁÂ =

3 êáé �ï Ì åßíáé Ýíá �õ÷áßï åóù�åñéêü óçìåßï �çò äéáãùíßïõ Á�. ¸ó�ù Å �ï óõíïëéêü

åìâáäüí �ùí óêéáóìÝíùí �å�ñáãþíùí �ïõ ó÷Þìá�ïò.

Ó÷Þìá 8.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é E = 2x

2 − 6x + 9, x ∈ (0�3). (ÌïíÜäåò 9)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é E ≥ 9

2

, ãéá êÜèå x ∈ (0�3). (ÌïíÜäåò 8)

ã) �éá ðïéá èÝóç �ïõ Ì ðÜíù ó�çí Á� �ï óõíïëéêü åìâáäüí �ùí óêéáóìÝíùí �å�ñáãþ-

íùí �ïõ ó÷Þìá�ïò ãßíå�áé åëÜ÷éó�ï, äçëáäÞ ßóï ìå

9

2

; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ

óáò. (MïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.6678 Äßíå�áé ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï ìå ìÞêç ðëåõñþí á, â

êáé åìâáäüí Å, �Ý�ïéá þó�å ïé áñéèìïß á, Å, â, ìå �ç óåéñÜ ðïõ äßíïí�áé íá åßíáé äéáäï÷éêïß

üñïé ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é Å = 1 (ÌïíÜäåò 10)

â) Áí á + â = 10 �ü�å:

i) Íá êá�áóêåõÜóå�å ìéá åîßóùóç 2ïõ âáèìïý ìå ñßæåò �á ìÞêç á, â (ÌïíÜäåò 5)

ii) Íá âñåß�å �á ìÞêç á, â (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.6859 Äßíoí�áé ïé áñéèìïß 2, x, 8 ìå x > 0.

á) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ x þó�å ïé áñéèìïß 2, x, 8, ìå �ç óåéñÜ ðïõ äßíïí�áé, íá áðï�åëïýí

äéáäï÷éêïýò üñïõò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ. �ïéá åßíáé ç äéáöïñÜ ù áõ�Þò �çò ðñïüäïõ;

(ÌïíÜäåò 5)

â) Íá âñåß�å �þñá �çí �éìÞ �ïõ x þó�å ïé áñéèìïß 2, x, 8, ìå �ç óåéñÜ ðïõ äßíïí�áé, íá
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áðï�åëïýí äéáäï÷éêïýò üñïõò ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ. �ïéïò åßíáé ï ëüãïò ë áõ�Þò �çò

ðñïüäïõ; (ÌïíÜäåò 5)

ã) Áí (á

í

) åßíáé ç áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò 2�5�8�11� · · · êáé (â
í

) åßíáé ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò

2�4�8�16� · · · �ü�å:
i) Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá S

í

�ùí í ðñþ�ùí üñùí �çò (á

í

). (ÌïíÜäåò 7)

ii) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ í þó�å, ãéá �ï Üèñïéóìá S

í

�ùí í ðñþ�ùí üñùí �çò (á

í

)

íá éó÷ýåé:

2(S

í

+ 24) = â

7

(ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7263 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï: x

2

�6x + ë�7, üðïõ ë ∈ R
á) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ ë ãéá �éò ïðïßåò �ï �ñéþíõìï Ý÷åé ðñáãìá�éêÝò ñßæåò.

(ÌïíÜäåò 7)

â)

i) Áí x

1

, x

2

åßíáé ïé ñßæåò �ïõ �ñéùíýìïõ, íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ áèñïßóìá�ïò S = x

1

+x

2

�ùí ñéæþí êáé íá åêöñÜóå�å óõíáñ�Þóåé �ïõ ë �ï ãéíüìåíï P = x

1

· x
2

�ùí ñéæþí.

(ÌïíÜäåò 2)

ii) Íá äåßîå�å ü�é, ãéá êÜèå ë ìå 7 < ë < 16, �ï �ñéþíõìï Ý÷åé äýï Üíéóåò ïìüóçìåò

ñßæåò. �ïéï åßíáé �ü�å �ï ðñüóçìï �ùí ñéæþí; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.

(ÌïíÜäåò 4)

ã)

i) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ ë ãéá �éò ïðïßåò ç åîßóùóç

x

2

�6|x| + ë = 7 (1)

Ý÷åé �Ýóóåñéò äéáöïñå�éêÝò ðñáãìá�éêÝò ñßæåò. (ÌïíÜäåò 8)

ii) ¸÷åé ç åîßóùóç (1) ãéá ë = 3

√
10 �Ýóóåñéò äéáöïñå�éêÝò ðñáãìá�éêÝò ñßæåò; Íá

áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 4)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7502 Ïé áíèñùðïëüãïé ãéá íá ðñïóåããßóïõí �ï ýøïò åíüò åíÞ-

ëéêá, ÷ñçóéìïðïéïýí �éò ðáñáêÜ�ù åîéóþóåéò ðïõ ðáñéó�Üíïõí �ç ó÷Ýóç ìå�áîý �ïõ

ìÞêïõò y (óå m) ïó�ïý �ïõ ìçñïý êáé �ïõ ýøïõò x (óå m) �ïõ åíÞëéêá áíÜëïãá ìå

�ï öýëï �ïõ :

�õíáßêá :y = 0�43x− 26
¢íäñáò :y = 0�45x− 31

á) ¸íáò áíèñùðïëüãïò áíáêáëýð�åé Ýíá ìçñéáßï ïó�ü ìÞêïõò 38�5m ðïõ áíÞêåé óå

ãõíáßêá. Íá õðïëïãßóå�å �ï ýøïò �çò ãõíáßêáò. (ÌïíÜäåò 8)

â) Ï áíèñùðïëüãïò âñßóêåé ìåìïíùìÝíá ïó�Ü ÷åñéïý, �á ïðïßá åê�éìÜ ü�é áíÞêïõí óå

Üí�ñá ýøïõò ðåñßðïõ 164m. Ëßãá ìÝ�ñá ðéï êÜ�ù, áíáêáëýð�åé Ýíá ìçñéáßï ïó�ü

ìÞêïõò 42�8m ðïõ áíÞêåé óå Üí�ñá. Åßíáé ðéèáíüí �ï ìçñéáßï ïó�ü êáé �á ïó�Ü ÷åñéïý

íá ðñïÝñ÷ïí�áé áðü �ï ßäéï Ü�ïìï; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.
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(ÌïíÜäåò 8)

ã) Íá åîå�Üóå�å áí ìðïñåß Ýíáò Üíäñáò êáé ìéá ãõíáßêá ßäéïõ ýøïõò íá Ý÷ïõí ìçñéáßï

ïó�ü ßäéïõ ìÞêïõò. (ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7503 Ïé áñéèìïß : x

2

+ 5, x

2

+ x, 2x + 4, ìå �ç óåéñÜ ðïõ äßíïí�áé,

åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ.

á) Íá âñåß�å �éò äõíá�Ýò �éìÝò �ïõ áñéèìïý x. (ÌïíÜäåò 6)

â) Áí x = 3 êáé ï áñéèìüò x

2

+ 5 åßíáé ï 4

ïò

üñïò �çò ðñïüäïõ, íá âñåß�å:

i) Ôç äéáöïñÜ ù �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 5)

ii) Ôïí ðñþ�ï üñï �çò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 6)

iii) Ôï Üèñïéóìá S = á

15

+ á

16

+ á

17

+ · · · + á
24

. (ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7504 Óå ìéá áñéèìç�éêÞ ðñüïäï (á

í

), ï 3

ïò

üñïò åßíáé á

3

= 8 êáé ï

8

ïò

üñïò åßíáé á

8

= 23.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ï 1

ïò

üñïò �çò áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ åßíáé á

1

= 2 êáé ç äéáöïñÜ �çò

ù = 3. (ÌïíÜäåò 9)

â) Íá õðïëïãßóå�å �ïí 31

ï

üñï �çò. (ÌïíÜäåò 6)

ã) Íá õðïëïãßóå�å �ï Üèñïéóìá:

S = (á

1

+ 1) + (á

2

+ 2) + (á

3

+ 3) + · · · + (á
31

+ 31)

(ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7506 Ìéá ìéêñÞ ìå�áëëéêÞ óöáßñá åê�ïîåýå�áé êá�áêüñõöá áðü �ï

Ýäáöïò. Ôï ýøïò y (óå m) ó�ï ïðïßï èá âñåèåß ç óöáßñá �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t (óå se)

ìå�Ü �çí åê�üîåõóç, äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç:

y = 60t− 5t2

á) Ìå�Ü áðü ðüóï ÷ñüíï ç óöáßñá èá åðáíÝëèåé ó�ï Ýäáöïò;

â) �ïéåò ÷ñïíéêÝò ó�éãìÝò ç óöáßñá èá âñåèåß ó�ï ýøïò y = 175m;

ã) Íá âñåèåß �ï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá ó�ç äéÜñêåéá �ïõ ïðïßïõ ç óöáßñá âñßóêå�áé óå ýøïò

ìåãáëý�åñï áðü 100m.

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7510 Ôá óðß�éá �åóóÜñùí ìáèç�þí, �çò ¢ííáò, �ïõ ÂáããÝëç, �ïõ

�éþñãïõ êáé �çò ÄÞìç�ñáò âñßóêïí�áé ðÜíù óå Ýíáí åõèýãñáììï äñüìï, ï ïðïßïò îåêéíÜåé

áðü �ï ó÷ïëåßï �ïõò. Ïé áðïó�Üóåéò �ùí �åóóÜñùí óðé�éþí áðü �ï ó÷ïëåßï, s

A

, s

B

, s

�

,

êáé s

Ä

áí�ßó�ïé÷á, éêáíïðïéïýí �éò ó÷Ýóåéò:

s

A

< s

B

s

�

=

s

A

+ 3s

B

4

êáé

|s
Ä

− s
A

| = |s
Ä

− s
B

|
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Ó�ïí ðáñáêÜ�ù Üîïíá, �ï ó÷ïëåßï âñßóêå�áé ó�ï óçìåßï Ï êáé �á óçìåßá Á, Â, ðáñéó�Ü-

íïõí �éò èÝóåéò �ùí óðé�éþí �çò ¢ííáò êáé �ïõ ÂáããÝëç áí�ßó�ïé÷á.

Ï A Â

á) Íá �ïðïèå�Þóå�å ðÜíù ó�ïí Üîïíá �á óçìåßá � êáé Ä, ðïõ ðáñéó�Üíïõí �éò èÝóåéò

�ùí óðé�éþí �ïõ �éþñãïõ êáé �çò ÄÞìç�ñáò. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.

(ÌïíÜäåò 12)

â) Áí åðéðëÝïí, ïé �éìÝò �ùí áðïó�Üóåùí s

A

, s

B

óå Km éêáíïðïéïýí �éò ó÷Ýóåéò

s

A

+ s

B

= 1�4 êáé s

A

· s
B

= 0�45

�ü�å:

i) Íá êá�áóêåõÜóå�å åîßóùóç 2

ïõ

âáèìïý ðïõ íá Ý÷åé ñßæåò �ïõò áñéèìïýò s

A

, s

B

(ÌïíÜäåò 6)

ii) Íá õðïëïãßóå�å �éò áðïó�Üóåéò s

A

, s

B

, s

�

, êáé s

Ä

. (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7511 ¸íá äçìï�éêü êïëõìâç�Þñéï Ý÷åé ó÷Þìá ïñèïãþíéï ðáñáë-

ëçëüãñáììï ÁÂ�Ä, ìå äéáó�Üóåéò 15m êáé 25m. Ï äÞìïò, ãéá ëüãïõò áóöÜëåéáò, èÝëåé íá

êá�áóêåõÜóåé ãýñù áðü �ï êïëõìâç�Þñéï ìéá ðëáêïó�ñùìÝíç æþíç ìå ó�áèåñü ðëÜ�ïs

x m(x > 0), üðùò öáßíå�áé ó�ï ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá.

Ó÷Þìá 9.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï åìâáäüí �çò æþíçò äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç:

Å(x) = 4x

2

+ 80x� x > 0

Í.Êå÷ñÞò

Â.ÆáñáöÝ�áò

�.Ìé÷áëéÜíïò

Öñïí�éó�Þñéï"ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

Áñ÷éåðéóêüðïõ ×ñýóáíèïõ 3

Ôçë.: 210.81.37.280



334 "ÔÏ ÌÁÈÇÌÁ"

(ÌïíÜäåò 9)

â) Íá âñåèåß �ï ðëÜ�ïs x �çs æþíçs, áí áõ�Þ Ý÷åé åìâáäü Å = 500m

2

. (ÌïíÜäåò 7)

ã) �ïéï ìðïñåß íá åßíáé �ï ðëÜ�ïò �çò æþíçò, áí áõ�Þ Ý÷åé åìâáäüí ìéêñü�åñï áðü

500m

2

; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7512 ¸íá ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï Ý÷åé ðåñßìå�ñï � = 40m

Áí x m åßíáé �ï ìÞêïò �ïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ, �ü�å :

á) íá áðïäåßîå�å ü�é 0 < x < 20. (ÌïíÜäåò 4)

â) íá áðïäåßîå�å ü�é �ï åìâáäüí Å(x) �ïõ ïñèïãùíßïõ äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç:

E(x) = 20x− x

2

(ÌïíÜäåò 8)

ã) íá áðïäåßîå�å ü�é éó÷ýåé Å(x) ≤ 100, ãéá êÜèå x ∈ (0�20). (ÌïíÜäåò 6)

ä) íá áðïäåßîå�å ü�é áðü üëá �á ïñèïãþíéá ìå ó�áèåñÞ ðåñßìå�ñï 40m, åêåßíï ðïõ Ý÷åé

�ï ìåãáëý�åñï åìâáäüí åßíáé �ï �å�ñÜãùíï ðëåõñÜò 10m. (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7514 Äßíå�áé áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò (á

í

) ìå á

3

= 10 êáé á

20

= 61.

á) Íá âñåèåß ï ðñþ�ïò üñïò êáé ç äéáöïñÜ �çò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 8)

â) Íá åîå�Üóå�å áí ï áñéèìüò 333 åßíáé üñïò �çò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 8)

ã) Íá åîå�Üóå�å áí õðÜñ÷ïõí äéáäï÷éêïß üñïé x êáé y �çò ðáñáðÜíù ðñïüäïõ (á

í

),

�Ý�ïéïé þó�å íá éó÷ýåé:

x

2

=

y

3

(ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7515 Äßíå�áé ç åîßóùóç: x

2 − 2x + ë = 0, ìå ðáñÜìå�ñï ë < 1.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç åîßóùóç Ý÷åé äýï ñßæåò x

1

, x

2

äéáöïñå�éêÝò ìå�áîý �ïõò.

(ÌïíÜäåò 6)

â) Íá äåßîå�å ü�é: x

1

+ x

2

= 2. (ÌïíÜäåò 4)

ã) Áí ãéá �éò ñßæåò x

1

, x

2

éó÷ýåé åðéðëÝïí:

|x
1

− 2| = |x
2

+ 2|

�ü�å:

i) Íá äåßîå�å ü�é: x

1

− x

2

= 4. (ÌïíÜäåò 7)

ii) Íá ðñïóäéïñßóå�å �éò ñßæåò x

1

, x

2

êáé ç �éìÞ �ïõ ë. (ÌïíÜäåò 8)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7516 Äßíïí�áé ç åîßóùóç: áx

2 − (á

2 − 1)x − á = 0, ìå ðáñÜìå�ñï

á 6= 0.

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç äéáêñßíïõóá �çò åîßóùóçò åßíáé:

Ä = (á

2

+ 1)

2

(ÌïíÜäåò 5)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò åßíáé:

p

1

= á êáé p

2

= −1
á

(ÌïíÜäåò 10)

ã) Íá âñåèïýí ïé �éìÝò �ïõ á þó�å: |p
1

− p

2

| = 2. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7517 Äõï ößëïé áðïöáóßæïõí íá óõíå�áéñéó�ïýí êáé áíïßãïõí ìéá

åðé÷åßñçóç ðïõ ãåìßæåé �üíåñ (toner) ãéá öù�ï�õðéêÜ ìç÷áíÞìá�á.

Ôá ðÜãéá ìçíéáßá Ýîïäá �çò å�áéñåßáò áíÝñ÷ïí�áé ó�ï ðïóü �ùí 6500 åõñþ (ãéá

åíïßêéï, ðáñï÷Ýò, ìéóèïýò, öüñïõò ê.á ). Ôï êüó�ïò ãåìßóìá�ïò åíüò �üíåñ åßíáé 15 åõñþ,

ç äå �éìÞ ðþëçóçò �ïõ åíüò �üíåñ êáèïñßæå�áé óå 25 åõñþ.

á) Íá ãñÜøå�å ìéá ó÷Ýóç ðïõ íá ðåñéãñÜöåé �ï ìçíéáßï êüó�ïò Ê(í) �çò åðé÷åßñçóçò, áí

ãåìßæåé í �üíåñ �ï ìÞíá. (ÌïíÜäåò 5)

â) Íá ãñÜøå�å ìéá ó÷Ýóç ðïõ íá åêöñÜæåé �á ìçíéáßá Ýóïäá Å(í) �çò åðé÷åßñçóçò áðü

�çí ðþëçóç í áñéèìïý �üíåñ �ï ìÞíá. (ÌïíÜäåò 5)

ã) Íá âñåß�å ðüóá �üíåñ ðñÝðåé íá ðùëïýí�áé êÜèå ìÞíá þó�å ç åðé÷åßñçóç

i) íá ìçí Ý÷åé æçìéÜ. (ÌïíÜäåò 7)

ii) íá Ý÷åé ìçíéáßï êÝñäïò �ïõëÜ÷éó�ïí 500 åõñþ. (ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7677 Äßíå�áé ç áíßóùóç: |x + 1| < 4 (1)

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç êáé íá ðáñáó�Þóå�å �ï óýíïëï �ùí ëýóåþí �çò ðÜíù ó�ïí

Üîïíá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. (ÌïíÜäåò 7)

â) Íá âñåß�å üëåò �éò áêÝñáéåò ëýóåéò �çò áíßóùóçò (1). (ÌïíÜäåò 3)

ã) Íá êá�áóêåõÜóå�å Ýíá �ñéþíõìï �çò ìïñöÞò

x

2

+ âx + ã

�ï ïðïßï íá Ý÷åé ñßæåò äýï áðü �éò áêÝñáéåò ëýóåéò �çò áíßóùóçò (1) êáé íá Ý÷åé èå�éêÞ

�éìÞ, ãéá êÜèå x ≤ 0. (ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7684 Äßíå�áé ç áíßóùóç: |x− 1| ≤ 3 (1)

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç êáé íá ðáñáó�Þóå�å �ï óýíïëï �ùí ëýóåþí �çò ðÜíù ó�ïí

Üîïíá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. (ÌïíÜäåò 7)
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â) Íá âñåß�å üëåò �éò áêÝñáéåò ëýóåéò �çò áíßóùóçò (1). (ÌïíÜäåò 3)

ã) Íá êá�áóêåõÜóå�å Ýíá �ñéþíõìï �çò ìïñöÞò

x

2

+ âx + ã

�ï ïðïßï íá Ý÷åé ñßæåò äýï áðü �éò áêÝñáéåò ëýóåéò �çò áíßóùóçò (1) êáé íá Ý÷åé èå�éêÞ

�éìÞ, ãéá êÜèå x ≥ 0. (ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7745 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï f(x) = −x2 + 2x + 3
á) Íá âñåß�å �ï ðñüóçìï �ïõ �ñéùíýìïõ f(x) ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ x. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá ðñïóäéïñßóå�å, áé�éïëïãþí�áò �çí áðÜí�çóÞ óáò, �ï ðñüóçìï �ïõ ãéíïìÝíïõ:

f(2�999) · f(−1�002)

(ÌïíÜäåò 7)

ã) Áí �3 < á < 3, íá âñåß�å �ï ðñüóçìï �ïõ áñéèìïý:

�á

2

+ 2|á| + 3

(ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7784 Ó�ï ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá, äßíïí�áé ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò Cf

êáé Cg �ùí óõíáñ�Þóåùí f êáé g áí�ßó�ïé÷á, ìå

f(x) = |x− 2| êáé g(x) = 1� x ∈ R

Ó÷Þìá 10.

á)

i) Íá åê�éìÞóå�å �á óçìåßá �ïìÞò �ùí C

f

êáé C

g

.
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ii) Íá åê�éìÞóå�å �éò �éìÝò �ïõ x, ãéá �éò ïðïßåò ç C

f

åßíáé êÜ�ù áðü �ç C

g

.

(ÌïíÜäåò 10)

â) Íá åðéâåâáéþóå�å áëãåâñéêÜ �éò áðáí�Þóåéò óáò ó�ï ðñïçãïýìåíï åñþ�çìá.

(ÌïíÜäåò 10)

ã) Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ x Ý÷åé íüçìá ðñáãìá�éêïý áñéèìïý ç ðáñÜó�áóç

Á =

√

1− f(x)
f(x)

(ÌïíÜäåò 5)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7791 Äßíïí�áé ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß á êáé â ãéá �ïõò ïðïßïõò

éó÷ýåé ç áíßóùóç:

(á− 1)(1− â) > 0

á) Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï 1 åßíáé ìå�áîý �ùí á, â. (ÌïíÜäåò 13)

â) Áí åðéðëÝïí |â− á| = 4, íá õðïëïãßóå�å �çí �éìÞ �çò ðáñÜó�áóçò:

Ê = |á− 1| + |1− â|

Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóÞ óáò åß�å ãåùìå�ñéêÜ åß�å áëãåâñéêÜ (ÌïíÜäåò 12)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7940

á) Íá ëýóå�å �éò åîéóþóåéò

3x

2

�14x + 8 = 0 (1)

êáé

8x

2

�14x + 3 = 0 (2)

(ÌïíÜäåò 10)

â) ¸íáò ìáèç�Þò ðáñá�Þñçóå ü�é ïé ñßæåò �çò åîßóùóçò (2) åßíáé ïé áí�ßó�ñïöïé �ùí

ñéæþí �çò åîßóùóçò (1) êáé éó÷õñßó�çêå ü�é �ï ßäéï èá éó÷ýåé ãéá ïðïéïäÞðï�å æåõãÜñé

åîéóþóåùí �çò ìïñöÞò:

áx

2

+ âx + ã = 0 (3) êáé ãx

2

+ âx + á = 0 (4)�

ìå á · ã 6= 0. Áðïäåßî�å �ïí éó÷õñéóìü �ïõ ìáèç�Þ, äåß÷íïí�áò ü�é: Áí ï áñéèìüò åßíáé

ñßæá �çò åîßóùóçò (3) êáé á · ã 6= 0, �ü�å

i) ñ 6= 0 êáé (ÌïíÜäåò 5)

ii) o

1

ñ

åðáëçèåýåé �çí åîßóùóç (4). (ÌïíÜäåò 10)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7958

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç:

x

2

+ 1 ≥ 5

2

x (1)

(ÌïíÜäåò 10)

â) Äßíïí�áé äýï áñéèìïß ê, ë ïé ïðïßïé åßíáé ëýóåéò �çò áíßóùóçò (1) êáé éêáíïðïéïýí

åðéðëÝïí �ç ó÷Ýóç: (ë�1)(ê�1) < 0.

i) Íá äåßîå�å ü�é �ï 1 åßíáé ìå�áîý �ùí ê, ë. (ÌïíÜäåò 8)

ii) Íá äåßîå�å ü�é:

|ê�ë| ≥ 3

2

(ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.7974 Äßíå�áé ðñáãìá�éêüò áñéèìüò á, ðïõ éêáíïðïéåß �ç ó÷Ýóç:

|á�2| < 1

á) Íá ãñÜøå�å óå ìïñöÞ äéáó�Þìá�ïò �ï óýíïëï �ùí äõíá�þí �éìþí �ïõ á.

(ÌïíÜäåò 8)

â) Èåùñïýìå ó�ç óõíÝ÷åéá �ï �ñéþíõìï:

x

2

�(á�2)x +

1

4

i) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá �ïõ �ñéùíýìïõ êáé íá ðñïóäéïñßóå�å �ï ðñüóçìü �çò.

(ÌïíÜäåò 10)

ii) Íá äåßîå�å ü�é, ãéá êÜèå �éìÞ �ïõ x ∈ R, éó÷ýåé

x

2

�(á�2)x +

1

4

> 0

(ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.8170 Äßíå�áé ç ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò (á

í

) ìå ëüãï ë ãéá �çí ïðïßá

éó÷ýïõí �á áêüëïõèá:

á

3

= 4� á

5

= 16 êáé ë > 0

á) Íá âñåß�å �ïí ðñþ�ï üñï á

1

êáé �ï ëüãï ë �çò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 8)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç áêïëïõèßá (â

í

), ìå (âí) =

1

á

í

áðï�åëåß åðßóçò ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäï

ìå ëüãï �ïí áí�ßó�ñïöï �ïõ ëüãïõ �çò (á

í

). (ÌïíÜäåò 9)

ã) Áí S

10

êáé S

′
10

åßíáé �á áèñïßóìá�á �ùí 10 ðñþ�ùí üñùí �ùí ðñïüäùí (á

í

) êáé (â

í

)

áí�ßó�ïé÷á, íá áðïäåßîå�å ü�é éó÷ýåé ç ó÷Ýóç:

S

′
10

=

1

2

9

S

10

(ÌïíÜäåò 8)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.8217

á) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç:

x

2

+ x�6 < 0

(ÌïíÜäåò 8)

â) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç:

|x− 1

2

| > 1

(ÌïíÜäåò 5)

ã) Äßíå�áé �ï ðáñáêÜ�ù ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï ìå ðëåõñÝò á êáé á + 1

Ó÷Þìá 11.

üðïõ ï áñéèìüò á éêáíïðïéåß �ç ó÷Ýóç

|á− 1

2

> 1

Áí ãéá �ï åìâáäüí Å �ïõ ïñèïãùíßïõ éó÷ýåé Å < 6, �ü�å:

i) Íá äåßîå�å ü�é:

3

2

< á < 2

(ÌïíÜäåò 7)

ii) Íá âñåß�å ìå�áîý ðïéùí áñéèìþí êõìáßíå�áé ç ðåñßìå�ñïò �ïõ ïñèïãùíßïõ.

(ÌïíÜäåò 5)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.8443

á) Íá âñåß�å �ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò x ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýåé |x− 4| < 2.

(ÌïíÜäåò 10)

â) Èåùñïýìå ðñáãìá�éêü áñéèìü x ðïõ ç áðüó�áóÞ �ïõ áðü �ï 4 ó�ïí Üîïíá �ùí

ðñáãìá�éêþí áñéèìþí åßíáé ìéêñü�åñç áðü 2.

i) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç áðüó�áóç �ïõ �ñéðëÜóéïõ �ïõ áñéèìïý áõ�ïý áðü �ï 4 åßíáé

ìåãáëý�åñç �ïõ 2 êáé ìéêñü�åñç �ïõ 14. (ÌïíÜäåò 5)
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ii) Íá âñåß�å ìå�áîý ðïéùí ïñßùí ðåñéÝ÷å�áé ç �éìÞ �çò áðüó�áóçò �ïõ 3x áðü �ï

19. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.8445

á) Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï x

2 − 3x + 2, x ∈ R. Íá âñåß�å �ï ðñüóçìï �ïõ �ñéùíýìïõ.

(ÌïíÜäåò 10)

â) Èåùñïýìå ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò á, â äéáöïñå�éêïýò áðü �ï 0 ìå á < â ãéá �ïõò

ïðïßïõò éó÷ýåé

(á

2 − 3á + 2)(â

2 − 3â + 2) < 0

Íá áðïäåßîå�å ü�é éó÷ýåé

|(á− 1)(â− 2)| = (á− 1)(â− 2)

(ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.8448 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

x

2 − 5x + 6

|2− x|

á) Íá âñåèåß �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f. (ÌïíÜäåò 5)

â) Íá áðïäåé÷èåß ü�é

f(x) =

{

x− 3� x > 2

x + 3� x < 0

(ÌïíÜäåò 7)

ã) Íá ãßíåé ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f êáé íá âñåèïýí �á óçìåßá �ïìÞò �çò ãñáöéêÞò

ðáñÜó�áóçò �çò f ìå �ïõò Üîïíåò x

′
x êáé y

′
y. (ÌïíÜäåò 8)

ä) Íá ëýóå�å �çí áíßóùóç f(x) ≤ 0. (ÌïíÜäåò 5)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.8451 Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

4x

2 − 2(á + 3)x + 3á

2x− 3

üðïõ á ∈ R

á) Íá âñåèåß �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f. (ÌïíÜäåò 5)

â) Íá áðïäåé÷èåß ü�é f(x) = 2x− á, ãéá êÜèå x ðïõ áíÞêåé ó�ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f.

(ÌïíÜäåò 8)

ã) Íá âñåèåß ç �éìÞ �ïõ á áí ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï (1�−1).
(ÌïíÜäåò 7)

ä) Íá âñåèïýí (áí õðÜñ÷ïõí) �á óçìåßá �ïìÞò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò �çò f ìå �ïõò

Üîïíåò x

′
x êáé y

′
y. (ÌïíÜäåò 5)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.8453 �éá �ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò á�â ∈ R éó÷ýåé ü�é

� |á− 2| < 1

� |â− 3| ≤ 2

á) Íá áðïäåé÷èåß ü�é 1 < á < 3. (ÌïíÜäåò 4)

â) Íá âñåèåß ìå�áîý ðïéùí áñéèìþí âñßóêå�áé ï â. (ÌïíÜäåò 5)

ã) Íá âñåèåß ìå�áîý ðïéùí áñéèìþí âñßóêå�áé ç ðáñÜó�áóç 2á− 3â. (ÌïíÜäåò 7)

ä) Íá âñåèåß ìå�áîý ðïéùí áñéèìþí âñßóêå�áé ç ðáñÜó�áóç

á

â

. (ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.8455 �éá �ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò á�â ∈ R éó÷ýåé ü�é

� |1− 3á| < 2

� Ç áðüó�áóç �ïõ áñéèìïý â áðü �ïí áñéèìü 2 åßíáé ìéêñü�åñç �ïõ 1

á) Íá áðïäåé÷èåß ü�é

−1
3

< á < 1

(ÌïíÜäåò 5)

â) Íá áðïäåé÷èåß ü�é

|â− 3á− 1| < 3

(ÌïíÜäåò 10)

ã) Íá áðïäåé÷èåß ü�é ç óõíÜñ�çóç

f(x) =

√

4x

2 − 4(â− 2)x + â

2

Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý üëï �ï óýíïëï R �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.8458 Äßíå�áé ç áñéèìç�éêÞ ðñüïäïò (á

í

), üðïõ í ∈ N

∗
ðïõ áðï�å-

ëåß�áé áðü áêÝñáéïõò áñéèìïýò ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé ü�é:

á

1

= x�

á

2

= 2x

2 − 3x− 4�

á

3

= x

2 − 2 üðïõ x ∈ R:

á) Íá áðïäåé÷èåß ü�é x = 3. (ÌïíÜäåò 10)

â) Íá âñåèåß ï í-ïó�üò üñïò �çò ðñïüäïõ êáé íá áðïäåé÷èåß ü�é äåí õðÜñ÷åé üñïò �çò

ðñïüäïõ ðïõ íá éóïý�áé ìå 2014. (ÌïíÜäåò 8)

ã) Íá õðïëïãéó�åß �ï Üèñïéóìá S = á

1

+ á

3

+ á

5

+ · · · + á
15

. (ÌïíÜäåò 7)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.10774

Ó÷Þìá 12.

Ìéá ìéêñÞ å�áéñåßá ðïõëÜåé âéïëïãéêü åëáéüëáäï ó�ï äéáäßê�õï. Ó�ï ðáñáðÜíù ó÷Þìá,

ðáñïõóéÜæå�áé ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò óõíÜñ�çóçò ðïõ ðåñéãñÜöåé �á Ýîïäá Ê(x) êáé

�á Ýóïäá Å(x) áðü �çí ðþëçóç x ëß�ñùí ëáäéïý óå Ýíá ìÞíá.

á) Íá åê�éìÞóå�å �éò óõí�å�áãìÝíåò �ïõ óçìåßïõ �ïìÞò �ùí äýï åõèåéþí êáé íá åñìçíåý-

óå�å �ç óçìáóßá �ïõ.

(ÌïíÜäåò 6)

â) �ïéá åßíáé �á áñ÷éêÜ (ðÜãéá) Ýîïäá �çò å�áéñåßáò; (ÌïíÜäåò 5)

ã) �üóá ëß�ñá åëáéüëáäï ðñÝðåé íá ðïõëÞóåé ç å�áéñåßá ãéá íá ìçí Ý÷åé æçìéÜ

(ÌïíÜäåò 6)

ä) Íá âñåß�å �ïí �ýðï �ùí óõíáñ�Þóåùí K(x) êáé Å(x) êáé íá åðáëçèåýóå�å áëãåâñéêÜ

�çí áðÜí�çóç �ïõ åñù�Þìá�ïò (ã). (ÌïíÜäåò 8)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.10775 Óå ìéá áßèïõóá èåÜ�ñïõ ìå 20 óåéñÝò êáèéóìÜ�ùí, �ï ðëÞ-

èïò �ùí êáèéóìÜ�ùí êÜèå óåéñÜò áõîÜíåé êáèþò áíåâáßíïõìå áðü óåéñÜ óå óåéñÜ, êá�Ü

�ïí ßäéï ðÜí�á áñéèìü êáèéóìÜ�ùí. Ç 1

ç

óåéñÜ Ý÷åé 16 êáèßóìá�á êáé ç 7

ç

óåéñÜ Ý÷åé 28

êáèßóìá�á.

á) Íá äåßîå�å ü�é ïé áñéèìïß ðïõ åêöñÜæïõí �ï ðëÞèïò �ùí êáèéóìÜ�ùí êÜèå óåéñÜò åßíáé

äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñïüäïõ. Íá âñåß�å �ïí ðñþ�ï üñï �çò êáé �ç äéáöïñÜ

áõ�Þò �çò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 5)

â) Íá âñåß�å �ï ãåíéêü üñï �çò ðñïüäïõ. (ÌïíÜäåò 4)

ã) �üóá êáèßóìá�á Ý÷åé üëï �ï èÝá�ñï; (ÌïíÜäåò 5)
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ä) Áí ó�çí 1

ç

óåéñÜ �çò áßèïõóáò áõ�Þò õðÜñ÷ïõí 6 êåíÜ êáèßóìá�á, ó�ç 2

ç

õðÜñ÷ïõí 9

êåíÜ êáèßóìá�á, ó�çí 3

ç

õðÜñ÷ïõí 12 êåíÜ êáèßóìá�á êáé ãåíéêÜ, �á êåíÜ êáèßóìá�á

êÜèå óåéñÜò, áðü �ç 2

ç

êáé ìå�Ü, åßíáé êá�Ü 3 ðåñéóóü�åñá áðü áõ�Ü �çò ðñïçãïýìå-

íçò, �ü�å:

i) Íá âñåß�å áðü ðïéá óåéñÜ êáé ðÝñá èá õðÜñ÷ïõí ìüíï êåíÜ êáèßóìá�á.

(ÌïíÜäåò 5)

ii) Íá âñåß�å ðüóïé åßíáé ïé èåá�Ýò. (ÌïíÜäåò 6)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.000

á) Áí Á�Â�� åßíáé �ñßá åíäå÷üìåíá åíüò äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò, íá

äéá�õðþóå�å ëåê�éêÜ �á ðáñáêÜ�ù åíäå÷üìåíá:

i) A ∪B ii) B ∩ � iii) (A ∩B) ∩ � iv) A

′

(ÌïíÜäåò 12)

â) Ó�ï ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá ðáñéó�Üíïí�áé ìå äéÜãñáììá Venn ï ðáñáðÜíù äåéãìá�éêüò

÷þñïò Ù êáé �á �ñßá åíäå÷üìåíá Á�Â êáé � áõ�ïý. Íá õðïëïãßóå�å �çí ðéèáíü�ç�á

ðñáãìá�ïðïßçóçò �ùí åíäå÷ïìÝíùí �ïõ (á) åñù�Þìá�ïò. (ÌïíÜäåò 13)

ÄéÜãñáììá Venn. Ó÷Þìá 1
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¢

óêçóç GI.A.ALG.2.000 Äßíå�áé ç åîßóùóç

x

2

+ 2ëx + ë− 2 = 0

ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R
á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá �çò åîßóùóçò. (ÌïíÜäåò 8)

â) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ðáñáðÜíù åîßóùóç Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò ãéá êÜèå

ë ∈ R. (ÌïíÜäåò 8)

ã) Áí x

1

�x

2

åßíáé ïé ñßæåò �çò ðáñáðÜíù åîßóùóçò, �ü�å íá âñåß�å ãéá ðïéá �éìÞ �ïõ ë

éó÷ýåé: x

1

+ x

2

= −x
1

· x
2

(ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.2.000 Ïé äéáó�Üóåéò (óå m) �ïõ ðá�þìá�ïò �ïõ åñãáó�Þñéïõ �çò

ðëçñïöïñéêÞò åíüò ó÷ïëåßïõ åßíáé (x + 1) êáé x, ìå x > 0.

á) Íá ãñÜøå�å ìå �ç âïÞèåéá �ïõ x �çí ðåñßìå�ñï êáé �ï åìâáäüí �ïõ ðá�þìá�ïò.

(ÌïíÜäåò 10)

â) Áí �ï åìâáäüí �ïõ ðá�þìá�ïò �ïõ åñãáó�çñßïõ åßíáé 90m

2

, íá âñåß�å �éò äéáó�Üóåéò

�ïõ. (ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóçGI.A.ALG.4.000 Äßíå�áé ç åîßóùóç (8−ë)x2−2(ë−2)x+1 = 0� (1) ìå ðáñÜìå�ñï

ë ∈ R.
á) Íá âñåèåß ç �éìÞ �ïõ ë þó�å ç åîßóùóç (1) íá åßíáé 1

ïõ

âáèìïý. (ÌïíÜäåò 5)

â) Áí ç åîßóùóç (1) åßíáé 2

ïõ

âáèìïý, íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ ë þó�å áõ�Þ íá Ý÷åé ìéá ñßæá

äéðëÞ, �çí ïðïßá êáé íá ðñïóäéïñßóå�å. (ÌïíÜäåò 10)

ã) Áí ç åîßóùóç Ý÷åé ìéá ñßæá äéðëÞ, íá ðñïóäéïñßóå�å �éò �éìÝò �ïõ ë (áí õðÜñ÷ïõí)

þó�å �ï �ñéþíõìï (8 − ë)x2 − 2(ë − 2) + 1 íá åßíáé ìç áñíç�éêü ãéá êÜèå x ðñáãìá�éêü

áñéèìü. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.000 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï: x

2 − (á + 1)x + 4� á ∈ R
á) Íá áðïäåßîå�å ü�é ç äéáêñßíïõóá �ïõ �ñéùíýìïõ åßíáé:

Ä = (á− 1)2− 16:

(ÌïíÜäåò 5)

â) Íá âñåß�å ãéá ðïéåò �éìÝò �ïõ á �ï �ñéþíõìï Ý÷åé ñßæåò ðñáãìá�éêÝò êáé Üíéóåò.

(ÌïíÜäåò 10)

ã) ¸ó�ù ü�é �ï �ñéþíõìï Ý÷åé äõï ñßæåò, x1 êáé x2.

i) Íá âñåß�å �ï Üèñïéóìá S = x

1

+ x

2

, �ï ãéíüìåíï P = x

1

· x
2

�ùí ñéæþí �ïõ.

(ÌïíÜäåò 2)

ii) Ná áðïäåßîå�å ü�é: d(x

1

�1) · d(x
2

�1) = 4 (ÌïíÜäåò 8)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.000 Äßíïí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò

f(x) = 4x + 2 êáé g(x) = x

2 − 9

ìå ðåäßï ïñéóìïý �ï R.

á) Íá âñåß�å �á óçìåßá �ïìÞò �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò �çò óõíÜñ�çóçò g ìå �ïí Üîïíá

x

′
x. (ÌïíÜäåò 6)

â) Íá åîå�Üóå�å áí ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f �Ýìíåé �ïõò Üîïíåò óå êÜðïéï áðü �á

óçìåßá (3�0) êáé (−3�0). (ÌïíÜäåò 4)

ã) Íá áðïäåßîå�å ü�é äåí õðÜñ÷åé óçìåßï �ïõ Üîïíá x

′
x ðïõ ç �å�ìçìÝíç �ïõ íá éêáíïðïéåß

�ç ó÷Ýóç f(x) = g(x). (ÌïíÜäåò 8)

ä) Íá âñåß�å óõíÜñ�çóç h ðïõ ç ãñáöéêÞ �çò ðáñÜó�áóç íá åßíáé åõèåßá êáé íá �Ýìíåé

�ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò g óå óçìåßï �ïõ Üîïíá x

′
x. (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.000 Äßíå�áé ç åîßóùóç x

2 − 2ëx + 4ë + 5 = 0, ìå ðáñÜìå�ñï ë ∈ R
á) Íá áðïäåßîå�å ü�é áí ë = 5 ç åîßóùóç Ý÷åé ìéá ñßæá äéðëÞ. (ÌïíÜäåò 5)

â) Íá åîå�Üóå�å áí õðÜñ÷åé êáé Üëëç �éìÞ �ïõ ë þó�å ç åîßóùóç íá Ý÷åé äéðëÞ ñßæá.

(ÌïíÜäåò 5)

ã) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ïõ ë þó�å ç åîßóùóç íá Ý÷åé äýï ñßæåò Üíéóåò. (ÌïíÜäåò 10)

ä) Áí |ë2 − 4ë− 5| = 4ë− ë2 + 5 íá äåßîå�å ü�é ç åîßóùóç äåí Ý÷åé ñßæåò. (ÌïíÜäåò 5)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.000 Äßíå�áé óõíÜñ�çóç

g(x) =

(x

2 − 1)(x2 − 4)
x

2

+ êx + ë

ç ïðïßá Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý �ï R− {−2�1}.
á) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ùí ê êáé ë. (MïíÜäåò 9)

â) �éá ê = 1 êáé ë = −2:
i ) Íá áðëïðïéÞóå�å �ïí �ýðï �çò g. (ÌïíÜäåò 9)

ii) Íá äåßîå�å ü�é: g(á + 3) > g(á), ü�áí −1 < á < 2 (ÌïíÜäåò 7)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.000 Äßíå�áé óõíÜñ�çóç

g(x) =

(x

2 − 1)(x2 − 4)
x

2

+ êx + ë

ç ïðïßá Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý �ï R− {−2�1}.
á) Íá âñåß�å �éò �éìÝò �ùí ê êáé ë. (MïíÜäåò 9)

â) �éá ê = 1 êáé ë = −2:
i) Íá áðëïðïéÞóå�å �ïí �ýðï �çò g. (MïíÜäåò 9)

ii) Íá äåßîå�å ü�é g(á)·g(â) > 0, ü�áí −1 < á < 2 êáé −1 < â < 2 (MïíÜäåò 7)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.000 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï:

ëx

2 − (ë

2

+ 1)x + ë� ë ∈ R− {0}

á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá Ä �ïõ �ñéùíýìïõ êáé íá áðïäåßîå�å ü�é �ï �ñéþíõìï Ý÷åé

ñßæåò ðñáãìá�éêÝò ãéá êÜèå ë ∈ R− {0}. (ÌïíÜäåò 9)

â) �éá ðïéåò �éìÝò �ïõ ë �ï ðáñáðÜíù �ñéþíõìï Ý÷åé äýï ñßæåò ßóåò; (ÌïíÜäåò 6)

ã) Íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ ë 6= 0, þó�å f(x) ≤ 0, ãéá êÜèå x ∈ R. (ÌïíÜäåò 10)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.000 Äßíå�áé �ï �ñéþíõìï: ëx

2 − (ë

2

+ 1)x + ë, ë ∈ R− {0}
á) Íá âñåß�å �ç äéáêñßíïõóá Ä �ïõ �ñéùíýìïõ êáé íá áðïäåßîå�å ü�é �ï �ñéþíõìï Ý÷åé

ñßæåò ðñáãìá�éêÝò ãéá êÜèå ë ∈ R− {0} (ÌïíÜäåò 8)

â) Áí x

1

, x

2

åßíáé ïé ñßæåò �ïõ �ñéùíýìïõ, íá åêöñÜóå�å �ï Üèñïéóìá S = x

1

+x

2

óõíáñ�Þóåé

�ïõ ë 6= 0 êáé íá âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ ãéíïìÝíïõ P = x

1

· x
2

�ùí ñéæþí. (ÌïíÜäåò 5)

ã) Áí ë > 0 �ï ðáñáðÜíù �ñéþíõìï Ý÷åé ñßæåò èå�éêÝò Þ áñíç�éêÝò; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí

áðÜí�çóÞ óáò. (ÌïíÜäåò 6)

ä) Áí 0 < ë 6= 1 êáé x

1

, x

2

ìå x

1

< x

2

åßíáé ïé ñßæåò �ïõ ðáñáðÜíù �ñéùíýìïõ, �ü�å íá

âñåß�å �ï ðñüóçìï �ïõ ãéíïìÝíïõ f(0) · f(ê) · f(ì), üðïõ ê, ì åßíáé áñéèìïß �Ý�ïéïé þó�å

x

1

< ê < x

2

< ì. (ÌïíÜäåò 6)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.000 Ï Ó�Ýöáíïò æåó�áßíåé íåñü, áñ÷éêÞò èåñìïêñáóßáò 25

o

C, êáé

ìå ÷ñÞóç åíüò èåñìïìÝ�ñïõ ðáñá�çñåß ü�é ç èåñìïêñáóßá �ïõ íåñïý áõîÜíå�áé ìå ó�á-

èåñü ñõèìü 5

o

C áíÜ ëåð�ü.

á) Åßíáé ç áí�éó�ïé÷ßá ÷ñüíïò → èåñìïêñáóßá óõíÜñ�çóç; Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�ç-

óÞ óáò. (ÌïíÜäåò5)

â) Íá ìå�áöÝñå�å ó�çí êüëëá óáò êáé íá óõìðëçñþóå�å �ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêá �éìþí:

×ñüíïò (t) óå min

1 2

3

Èåñìïêñáóßá (è) óå

o

C

25 50 60

(ÌïíÜäåò 5)

ã) Íá ðáñáó�Þóå�å ãñáöéêÜ �çí áí�éó�ïé÷ßá ÷ñüíïò → èåñìïêñáóßá, �ïðïèå�þí�áò �ï

÷ñüíï (t) ó�ïí ïñéæüí�éï Üîïíá. (ÌïíÜäåò 5)

ä) Ìå ÷ñÞóç �çò ãñáöéêÞò ðáñÜó�áóçò, íá åê�éìÞóå�å ìå�Ü áðü ðüóá ëåð�Ü èá âñÜóåé

�ï íåñü (�ï íåñü âñÜæåé ó�ïõò 100

o

C). Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí áðÜí�çóç óáò.

(ÌïíÜäåò 5)

å) Íá åêöñÜóå�å áëãåâñéêÜ �ç ó÷Ýóç ðïõ ðåñéãñÜöåé �çí áí�éó�ïé÷ßá

÷ñüíïò→ èåñìïêñáóßá

êáé íá õðïëïãßóå�å ìå�Ü áðü ðüóá ëåð�Ü èá âñÜóåé �ï íåñü. (ÌïíÜäåò 5)
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.000 Åîáé�ßáò åíüò á�õ÷Þìá�ïò óå äéõëéó�Þñéï ðå�ñåëáßïõ, äéáññÝåé

ó�çí èÜëáóóá ðå�ñÝëáéï ðïõ ó�ï �Ýëïò �çò 1

çò

çìÝñáò êáëýð�åé 3 �å�ñáãùíéêÜ ìßëéá (�.ì),

ó�ï �Ýëïò �çò 2

çò

çìÝñáò êáëýð�åé 6 �.ì, ó�ï �Ýëïò �çò 3

çò

çìÝñáò êáëýð�åé 12 �.ì. êáé

ãåíéêÜ åîáðëþíå�áé Ý�óé, þó�å ó�ï �Ýëïò êÜèå çìÝñáò íá êáëýð�åé åðéöÜíåéá äéðëÜóéá

áðü áõ�Þí ðïõ êÜëõð�å �çí ðñïçãïýìåíç.

á) Íá âñåß�å �çí åðéöÜíåéá �çò èÜëáóóáò ðïõ èá êáëýð�åé �ï ðå�ñÝëáéï ó�ï �Ýëïò �çò

5

çò

çìÝñáò ìå�Ü �ï á�ý÷çìá. (ÌïíÜäåò 7)

â) �üóåò çìÝñåò ìå�Ü áðü �çí ó�éãìÞ �ïõ á�õ÷Þìá�ïò �ï ðå�ñÝëáéï èá êáëýð�åé 768�.ì.;

(ÌïíÜäåò 9)

ã) Ó�ï �Ýëïò �çò 8

çò

çìÝñáò åðåìâáßíåé ï êñá�éêüò ìç÷áíéóìüò êáé áõ�ïìÜ�ùò ó�áìá�Üåé

ç åîÜðëùóç �ïõ ðå�ñåëáßïõ. Ó�ï �Ýëïò �çò åðüìåíçò çìÝñáò ç åðéöÜíåéá ðïõ êá-

ëýð�åé �ï ðå�ñÝëáéï Ý÷åé ìåéùèåß êá�Ü 6 �.ì. êáé óõíå÷ßæåé íá ìåéþíå�áé êá�Ü 6 �.ì.

�çí çìÝñá. Íá âñåß�å ðüóåò çìÝñåò ìå�Ü áðü �ç ó�éãìÞ �ïõ á�õ÷Þìá�ïò ç èáëÜóóéá

åðéöÜíåéá ðïõ êáëýð�å�áé áðü �ï ðå�ñÝëáéï èá Ý÷åé ðåñéïñéó�åß ó�á 12 �.ì.

(ÌïíÜäåò 9)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.000 Äßíïí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò f(x) = x

2

+3x+2 êáé g(x) = x+1, x ∈ R

á) Íá äåßîå�å ü�é ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí óõíáñ�Þóåùí f, g Ý÷ïõí Ýíá ìüíï êïéíü

óçìåßï, �ï ïðïßï ó�ç óõíÝ÷åéá íá ðñïóäéïñßóå�å. (ÌïíÜäåò 10)

â) Äßíå�áé ç óõíÜñ�çóç g(x) = x + á. Íá äåßîå�å ü�é:

i) áí á > 1, �ü�å ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí óõíáñ�Þóåùí f, g Ý÷ïõí äýï êïéíÜ

óçìåßá.

ii) áí á < 1, �ü�å ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí óõíáñ�Þóåùí f, g äåí Ý÷ïõí êïéíÜ

óçìåßá (ÌïíÜäåò 15)

¢

óêçóç GI.A.ALG.4.000 Óå Ýíáí ïñãáíéóìü, áñ÷éêÜ õðÜñ÷ïõí 204800 âáê�Þñéá. Ìå�Ü

áðü 1 þñá õðÜñ÷ïõí 102400 âáê�Þñéá, ìå�Ü áðü 2 þñåò 51200 âáê�Þñéá, êáé ãåíéêÜ ï

áñéèìüò �ùí âáê�çñßùí õðïäéðëáóéÜæå�áé êÜèå ìéá þñá.

á) �üóá âáê�Þñéá èá õðÜñ÷ïõí ìå�Ü áðü 6 þñåò; (ÌïíÜäåò 6)

â) Ôç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ üìùò ðïõ �á âáê�Þñéá Þ�áí 6400, ï ïñãáíéóìüò ðáñïõóßáóå

îáöíéêÞ åðéäåßíùóç. Ï áñéèìüò �ùí âáê�çñßùí Üñ÷éóå ðÜëé íá áõîÜíå�áé þó�å êÜèå

ìéá þñá íá �ñéðëáóéÜæå�áé. Ôï öáéíüìåíï áõ�ü äéÞñêåóå ãéá 5 þñåò. Óõìâïëßæïõìå

ìå â

í

�ï ðëÞèïò �ùí âáê�çñßùí í þñåò ìå�Ü áðü �çí ó�éãìÞ �çò åðéäåßíùóçò (v ≤ 5).

i) Íá äåßîå�å ü�é ç áêïëïõèßá (â

í

) åßíáé ãåùìå�ñéêÞ ðñüïäïò, êáé íá âñåß�å �ïí ðñþ�ï

üñï êáé �ï ëüãï �çò.

ii) Íá åêöñÜóå�å �ï ðëÞèïò â

í

�ùí âáê�çñßùí óõíáñ�Þóåé �ïõ í. (ÌïíÜäåò 12)

iii) �üóá âáê�Þñéá èá õðÜñ÷ïõí ó�ïí ïñãáíéóìü 3 þñåò ìå�Ü áðü �çí ó�éãìÞ �çò

åðéäåßíùóçò; (ÌïíÜäåò 7)

Í.Êå÷ñÞò
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¢

óêçóç GI.A.ALG.4.000 Ï éäéïê�Þ�çò åíüò �áîéäéù�éêïý ãñáöåßïõ åê�éìÜ ü�é, ü�áí ãéá

ìéá óõãêåêñéìÝíç äéáäñïìÞ äéáèÝ�åé �á åéóé�Þñéá ó�çí êáíïíéêÞ �éìÞ �ùí 21 � áíÜ åéóé�Þ-

ñéï, �ü�å ðïõëÜ êá�Ü ìÝóï üñï 30 ìüíï åéóé�Þñéá, åíþ �ï ëåùöïñåßï Ý÷åé 51 èÝóåéò.

ÈÝëïí�áò íá áõîÞóåé �ç ðåëá�åßá �ïõ, êÜíåé �çí áêüëïõèç ðñïóöïñÜ: Ï ðñþ�ïò

åðéâÜ�çò ðïõ èá áãïñÜóåé åéóé�Þñéï èá ðëçñþóåé 3� êáé êÜèå åðüìåíïò åðéâÜ�çò èá

ðëçñþíåé 0�5� ðåñéóóü�åñï áðü �ïí ðñïçãïýìåíï.

á) Íá âñåß�å �ï ðïóü ðïõ èá ðëçñþóåé ï äåý�åñïò, ï �ñß�ïò êáé ï �Ý�áñ�ïò åðéâÜ�çò.

(ÌïíÜäåò 4)

â) Áí, ãéá êÜèå í ≤ 51 ï áñéèìüò áí åêöñÜæåé �ï ðïóü ðïõ èá ðëçñþóåé ï í-ïó�üò

åðéâÜ�çò, íá äåßîå�å ü�é ïé áñéèìïß á

1

�á

2

� · · · �á
51

åßíáé äéáäï÷éêïß üñïé áñéèìç�éêÞò ðñï-

üäïõ êáé íá âñåß�å �ç äéáöïñÜ ù áõ�Þò �çò ðñïüäïõ.

(ÌïíÜäåò 6)

ã) Áí �ï ëåùöïñåßï ãåìßóåé, íá âñåß�å �ï ðïóü ðïõ èá ðëçñþóåé ï 51

ïò

åðéâÜ�çò.

(ÌïíÜäåò 7)

ä) Íá âñåß�å ðüóá �ïõëÜ÷éó�ïí åéóé�Þñéá èá ðñÝðåé íá ðïõëçèïýí þó�å ç åßóðñáîç �ïõ

ãñáöåßïõ ìå áõ�Þ �çí ðñïóöïñÜ íá îåðåñíÜ �çí åßóðñáîç ðïõ èá Ýêáíå äéáèÝ�ïí�áò

�á åéóé�Þñéá ó�çí �éìÞ �ùí 21 � áíÜ åéóé�Þñéï. ( Äßíå�áé ü�é:

√
10021 = 101) (ÌïíÜäåò

8)
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